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PRÉFACE. 


Cet Ouvrage est principalement destiné aux 
jeunes gens qui étudient pour entrer à l’Ecole 
Polytechnique. 11 est le résultat des leçons que 
«j’ai données à l’École centrale de l’Oise. Je me 
suis proposé d’y présenter les Élémens de la 
Géométrie analytique. 

J’entends , par cette dénomination , la ma- 
nière d’appliquer l’algèbre h la géométrie , non 
pas à l’aide des constructions particulières qu’il 
faut varier pour tous les cas , mais en employant 
les méthodes générales que MM. Lagrange et 
Monge ont les premiers fait connaître dans 
leurs ouvrages ; méthodes enseignées depuis 
par M. Monge à l’École Polytechnique, et si 
heureusement introduites par M. Lacroix dans 
ses traités élémentaires ; ce qui est un des plus 
importans services que l’on ait jamais rendus 
à l’enseignement. Instruit par les écrits et par 
les leçons de ces professeurs célèbres , et péné- 
tré ^es avantages que les. élèves peuvent en 
recueillir , j’ai cherché à les répandre , en pré- 
sentant les Élémens de la Géométrie analytique 
dans un ordre facile à suivre , et sous la forme 
la plus abrégée et la plus simple qu’ils puissent 
avoir. Je ne me flattg pas d’avoir attcint .ce 
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but ; mais je m’estimerais heureux , si ce petit 
Ouvrage, après avoir été utile aux élèves, donne 
naissance à quelque autre plus parfait , auquel 
je serai le premier à applaudir. 

Je donne d'abord les préliminaires relatifs 
aux points, à la ligne droite e^ au plan. Ces pré- 
liminaires sont, dans la Géométrie analytique t 
aussi indispensables que la règle et le compas 
dans le tracé de la Géométrie pratique. 

Je fais ensuite l’application de ces principes 
à la discussion des courbes et des surfaces du 
second ordre. 

Partout j’ai adopté la division décimale du 
quart de cercle. 

J’ai*tâché de n’employer que des, méthodes 
générales , et qui pussent également servir dans 
la suite pour discuter les propriétés des courbes 
et des surfaces quelconques. J’ai coupé par des 
divisions nombreuses les différens chapitres , 
afin que les élèves pussent retrouver avec facilité 
les méthodes ou les propositions particulières 
dont ils auraient besoin. En cela , j’ai cherché à 
suivre l’exemple d’Euler qui est , dans tous scs 
ouvrages , un modèle de clarté. 

Pour qu’un livre élémentaire du genre de ce- 
lui-ci atteignit parfaitement le but auquel il est 
destiné , il faudrait' que les propositions s’y trou- - 
vassent disposées dans Lprdre le plus naturel, et 
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que les démonstrations y fussent présentées avec 
toute la clarté , l’élégance et la simplicité dont 
elles sont susceptibles -, mais ce degré de perfec- 
tion , dont on doit s’efforcer d’approcher , est 
beaucoup plus difficile à atteindre qu’on ne le 
croit communément ; et les améliorations suc- 
cessives qu’ont apportées à leurs ouvrages les 
hommes distingués qui ont écrit dans ces der- 
niers tems sur les Elémens des Mathématiques , 
offrent une preuve sensible de cette vérité. Aussi 
j’ai toujours été persuadé qu’un livre élémentaire 
ne peut être jugé que par l’expérience , qu’il 
faut , pour ainsi dire , l'essayer sur l’esprit des 
élèves , et vérifier , par cette épreuve , la bonté 
des méthodes que l’on a choisies. Le seul moyen 
de perfectionner un ouvrage-die ce genre est 
donc de recueillir, et même de rechercher 
avec le plus grand soin les remarques de ceux 
qui l’ont enseigné. C’est ce qüe j’ai fait pour 
celui-ci , et j’ai beaucoup d’obligation aux pro- 
fesseurs qui m’ont donné cette marque d’estime : 
sous cp rapport , je dois des remercîmens 
particuliers à ^1. Servois , professeur aux Ecoles 
d’Artillerie; à M. Garnier, auteur de plusieurs 
ouvrages élémentaires de mathématiques -, à 
M. Boudrot, professeur à l’Ecole spéciale mi- 
litaire, à MM. les professeurs Rimbert et Binet 
aîné , ainsi qu’à MM. Dinct et Francœur , mes 

# ’ \ „ 
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anciens compagnons à l’École Polytechnique , 
maintenant professeurs aux Lycées et à la 
Faculté des sciences de Paris. Je dois sur-tout 
insister sur ce qui regarde M. Dinet. Cet excel- 
lent professeur , plein d’activité et de zèle , avaii 
simplifié pour ses nombreux élèves une partie 
de mes démonstrations , principalement ce qui 
regarde la discussion des courbes ; il a bien 
voulu me communiquer ses remarques avec 
toute la franchise de l’amitié , et j’en ai profité 
souvent, ^’ai cherché à éclaircir les points qui 
avaient paru embarrasserles élèves , à généraliser 
les démonstrations, à les abréger; en un mot, 
dès la seconde édition , j’avais refondu entière- 
ment tout ce petit Ouvrage ; je l’ai encore re- 
touché dans cette dernière ; et, tel qu’il est, je 
ne le crois pas indigne d’être offert à l’enseigne- 
ment. J’ai fait la même chose , avec les mêmes 
secours , pour la seconde édition de mon Traite 
élémentaire d’ Astronomie physique. L’accueil 
favorable que le public a bien voulu lui faire 
ne m’a rendu que plus ardent à le corriger ; et 
j’ai regardé la critique éclairée et bienveillante 
des professeurs qui ont enseigné cet ouvrage 
* comme la marque d’estime la plus précieuse et 
la plus utile qu’ils pussent m’accorder. 
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ESSAI 

DE GÉOMÉTRIE 


ANALYTIQUE. 


PRÉLIMINAIRES. 

1. Lorsqu’on a quelque usage de l’algèbre, on s’ap— 
perçoit que la solution d’un problème y est toujours 
composée de deux parties. La première consiste à énoncer 
en algèbre l’e r tat de la question proposée ; cela s’appelle 
mettre le problème en équation : la seconde a pour objet 
la résolution des équations du problème, et la détermina- 
tion des inconnues; celle-ci est purement de calcul. 

On peut donc appliquer l’analyse à la résolution d’une 
question , quelle que soit d’ailleurs sa nature, dès qu’on 
«ait l’écrire en langue algébrique. 

HJontrér comment on peut écrire en analyse les ques- 
tions de géométrie , et , réciproquement , comment on 
peut traduire en géométrie les résultats de l’analyse ; 
tel est le but de Y application de l’algèbre à la géo- 
métrie. 

2. Pour donner un exemple bien simple de cet enchaî- 
nement, p,roposons-nous de diviser une ligne donnée en 
deux parties telles que la première soit moyenne propor- 
tionnelle entre la ligne entière et l’autre partie. 

i. 
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Représentons par a la longueur de la ligne donnée , 
c'est-à-dire , le nombre qui exprime combien de fois elle 
contient l’unité de longueur : soit de même x le pre- 
mier segment inconnu ; le second sera a — x , et , d après 
les conditions du problème , on aura 

a x 

x a — x 

Cette éqnatién , qui he contient tjue la seule inconnue 
*, servira à déterminer le segment cherché. En effet, on 
eu tire. 

x’ + ax = a? ; 

te qui donne pour x deux valeurs 



qui satisfont également aux conditions de la question pro- 
posée, puisqu’elles vérifient l’équation qui lés éxprime. 
Pour savoir ce qu’elles signifient, considérons d’abord la 

première, (fig. t.) j / «’-f ~ représente l’hypothénuse 

AC d’un triangle rectangle ACB, dont u» des côtés AB 
est égal à la ligne donnée u, et dont l’autre BC égale la 
moitié de cette ligne; et puisque, pour avoir x , il faut 

retrancher — de cette hypothénuse , si du point C comme 

centre , avec CB pour rayon, bn décrit une circonférence 
He cercle, elle coupera AC en un point I) tel que AD 
sera la longueur du segment cherché. En le reportant 
ensuite sur AB par un arc de cercle, «n au» le point 
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E , où ii faut diviser cette ligne. Cette construction est 
précisément celle que l’on donne dans les Elémens d«‘ 
Géométrie, pour couper une ligne en moyenne et extrême 
raison. 

La seconde valeur de x est entièrement négative et égale 
à — AD'. 

3. Le problème précédent a été très-facile à traduire 
en algèbre , parce qu’il n’exige pas que l’on ait sous les 
yeux une figure .de géométrie , et qu’il se réduit immé- 
diatement à une question de nombres. Or , tous les pro- 
blèmes de géométrie peuvent être réduits de cette manière 
mais non pas tous avec une égale simplicité. 

La méthode qu’il /aut employer pour y parvenir est géo- 
némie. C’est exactement celle que l’on suit en algèbre 
pour mettre les problèmes en équation. % 

On commence par reconnaître toutes les lignes connues 
ou inconnues qui doivent entrer dans la solution du pro- 
blème ; et on choisit des lettres pour les représenter. Si 
l’on a réellement considéré toutes ces quantités , il doit- 
exister entre elles certaines relations, certains rapports, 
qui permettent de les déduire les unes des autres. On 
cherche, d’après les règles de la géométrie, quelle marche 
il faudrait suivre, quelles opérations il faudrait faire pour 
établir ainsi leur dépendance mutuelle : à mesure que' 
l’on découvre ces opérations , on les écrit algébriquement. 
Le résultat vous conduit toujours à trouver l’expression 
algébrique d’une des quantités connues ou inconnues, par 
le moyen des autres; alors vous égalez cette quantité à 
la lettre qui la représente , précisément comme si vous 
aviez voulu la vérifier : vous obtenez ainsi une équation 
entre les quantités connues et inconnues du problème, 
et, lorsque vous avez formé, de cette manière, autant 


Digitized by Google 



4 PRÉLIMINAIRES. 

d’équations que d'inconnues, le reste s’achève par les règle» 

ordinaires de l’algèbre. 

- 4- La véritable difficulté de ces sortes de problèmes 
n’est pas proprement de trouver les relations qui existent 
entre les lignes, car ces relations sont naturellement in- 
diquées par l’énoncé de la question; nous verrons même 
que l’on peut toujours , sans aucun artifice particulier, 
obtenir l’expression de ces rapports, et mettre les pro- 
blèmes en équation, en désignant d’une manière analy- 
tique la marche et la combinaison de toutes les lignes 
qui donnent par leurs intersections, les quantités cher- 
chées : mais , ce qui exige une adresse particulière , ce 
qui fait proprement l’art de l’analyste , c’est de décou- 
vrir la route la plus expéditive pour passer des connues 
aux inconnues, et de saisir, parmi tous les rapports qui 
les unissent, seux qui sont plus propres à être exprimés 
par le calcul. J’aurai, dans le cours Tde cet Ouvrage , de 
fréquentes occasions d’appliquer ces remarques, et d’en 
faire sentir la vérité par des exemples : pour le moment , 
je ne me propose que d’en faire concevoir les principes 
généraux. 

Lorsque les équations d’un problème de géométrie ont 
été résolues par le moyen de l’algèbre , on a l’expres- 
sion analytique des lignes cherchées , au moyen des 
lignes et des quantités données : il ne reste plus qu’à 
effectuer numériquement les opérations indiquées dan* 
ce résultat. 

5. Pour cela , on doit remarquer que les ligues ne 
peuvent être comparées numériquement les unes aux 
autres qu’autant qu’on' les rapporte , ou qu’on les conçoit 
rapportées à une même ligne qui est censée leur servir 
de mesure , et que l’on prend pour unité de longueur. 
Au moyen de cette convention, chaque ligne se trouve 
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représentée par un nombre , et l’on peut faire sur elles 
toutes les opérations de l’arithmétique. Ainsi on peut les 
concevoir ajoutées ou retranchées les unes’ des autres , 
multipliées entre elles ou divisées; et c’est seulement sous 
ce rapport que l’on peut attribuer un sens à ces opérations. 

Alors il devient facile de calculer les valeurs des lignes 
dont on a trouvé l’expression analytique. Si, par exemple, 
les lignes connues sont désignées par a, b, c, l’inconnue 

„ . ab 

par x , et que 1 on ait x= , 

c 

cela signifie que le nombre , qui représente la ligne x, ou 
le rapport de cette ligne à l’unité , est une quatrième pro- 
portionnelle aux nombres ou aux rapports qui représentent 
les lignes abc , 

Et , si l’on avait trouvé ‘ • 

x — )/ a* -j- b* , 

on prendrait la somme des carrés des nombres qui re- 
présentent les lignes a et b, ou leurs rapports avec l’unité; 
on extrait la racine carrée de cette somme , et l’on 
aurait le nombre qui représente la ligne x\ ou le rapport 
de cette ligne à l’unité. 

6. 11 serait très-possible que la solution d’un problème 
de géométrie donnât , pour la ligne inconnue x , une 
expression de cette forme 

x = a b. , 

Ce résultat n’offrirait aucun sens raisonnable , si l’on 
• voulait regarder les lettres a b x comme représentant des 
lignes réelles, et non pas des nombres; car il semblerait 
signifier que la ligne x est égale à la surface du rectangle 
construit sur les deux lignes a et b ; mais cette difficulté 
disparait aussitôt qu’on- revient aux notions exactes , et 
qu’on regarde ces lettres comme désignant des rapports. 
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Ce résultat signifie que le nombre ou le rapport , qui 
représente la ligne x , est égal au produit des nombres 
ou des rapports qui représentent les lignesa eti.il en 
sera de même dans tous les autres cas où la valeur de 
l’inconnue se trouverait exprimée d’une manière quel- 
conque en fonction des quantités connues du problème. 
En considérant les lettres comme représentant des'nombres, 
l’interprétation des résultats n’offrira aucune espèce d’obs- 
curité. 

7. Les opérations arithmétiques que l’on fait sur les 
lignes, comme on vient de le voir, en les représentant 
par des nombres , peuvent s’effectuer également par la 
géométrie. Je ne parle pas seulement d’ajouter les lignes 
ou de les soustraire, ce qui exige simplement qu’on les place 
à la suite l’une de l’autre, ou qu’on les superpose; mats 
la multiplication , la division et l’extraction des racines 
carrées, peuvent se faire aussi géométriquement, par le 
moyen de la ligne droite et du cercle. 

8. Par exemple , si AB (lig. 2) représente l’unité de 
longueur, et qu’il faille multiplier AD par AC, on mè- 
nera deux lignes sous un angle quelconque; on portera 
AB et AD sur la première, AC sur la seconde; puis , 
joignant les points B et C par une ligne droite , et me- 
nant DE parallèle à BC , AE sera la ligne demandée. Eu 
effet , les triangles semblables ABC , ADE , donnent 

AE AC 
HÏÏ~ AB 


ou 


AE — AD. 


AC 

AB' - 


Réciproquement , s’il fallait diviser AE par AD , on 
joindrait les points E et D par une ligne droite DE ; 
puis, menant BC parallèle à DE , AC serait le quotient 
4e la division. 
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g. S’il s’agissait d’extraire la racine carrée d’une ligrçe 
donnée dont l’expression numérique serajt a , et que nous 
supposerons représentée par AD (fig. 3), on ajouterait à 
cette ligne l’unité de longueur OB; puis, divisant AB 
en deux parties égales au point C, de ce point comme 
centre , avec CA ou CB pour rayon, on décrirait une 
circonférence de cercle : alors la perpendiculaire DE , 
menée du point D à la droite AB , et terminée- à la 
circonférence, serait la racine carrée demandée. En effet , 
d’après les propriétés connues du cercle, la longueur de 
cette perpendiculaire est moyenne proportionnelle entre 
celles des deux seginens. 

11 est visible que la même construction servirait pour 
trouver géométriquement une moyenne proportionnelle 
entre deux lignes quelconques données. 

io. En combinant les deux procédés que nous venons 
d’exposer avec les propriétés du triangle rectangle , on 
construirait géométriquement les racines d’une équation 
quelconque du second degré. 

En effet , si cette équation était de lp forme 

3f x — 2 ax — b x , 

en la résolvant par rapport à x , on trouverait 
x = a 1/ a' -f- b x . 

La première valeur se construira comme celle de l’article s. 
On prendra ( fig. 4 ) une ligne AB égale à b\ puis on 
élevera sur cette ligne la perpendiculaire CB — a, et , 
du point C comme centre avec CB pour rayon , décri- 
vant une circonférence de cercle, AE sera une des ra- 
cines de l’équation proposée ; car on aura 

AE zzz CE -f- CA = a -f- éV 
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Quant à l’autre racine, on voit qu’elle est négative, puisque 
v/<j* b 1 est plus grand que a ; mais , abstrartion 

faite de son signe, il est visible que AD ou' AC — CD 
représente la quantité y/ «-■ b‘ — a. Ainsi cette quan- 
tité AD , prise avec le signe négatif, exprime la seconde 
racine. 

Si , au lieu de l’équation précédente, on avait 
x' 1 — 2 a x — — 6’ 

•n en tirerait , par la résolution , 

— a -4- l/ a ' — 6\ 

Alo rS la construction serait un peu différente. On pren- 
drait une ligne AB égale à b (fig. 5); sur cette ligue on élè- 
verait la perpendiculaire CB égale à a; puis, du point C , 
comme centre avec CB pour rayon, on décrirait une cir- 
conférence de cercle : alors, menant du point A sur la 
ligne AB une perpendiculaire AK , cette perpendiculaire 
couperait la circonférence en deux points D, F. et AD , 
AF , seraient les deux racines de l’équatioii : la première 
représenterait a — y/ a ‘ — b 1 ; la seconde a -f- }/ a % — b À . 

Si le cercle ne coupait (joint la droite en deux points , 
mais la touchait en un seul, ce qui arriverait si a était 
égal à b , les deux racines de l’équation deviendraient 
égales, et il n’y aurait qu'une solution x — a. 

Si le cercle ne coupait pas la droite AE , ce qui arri-r 
veroit si b était plus grand que a , les deux racines de 
l’équation seraient imaginaires , et le problème serait iin-r ■ 
possible (i). 


(i) Les exemples que je viens de rapporter sont tires de la Géométrie 
4e Dcscartcs. 
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Au reste , ces mêmes racines pourraient encore s’ex- 
traire géométriquement d’une infinité de manières cüffé — 
rentes 5 mais j’ai rapporté seulement celles qui précèdent, 
parce qu’elles sont les plus simples , et qu elles suffisent 
dansitous les cas. 

11. Il arrive quelquefois qu’en résolvant algébriquement 
des problèmes de géométrie, on est conduit, par le calcul 
à des résultats tels que celui de l’article 6 , dans lesquels 
tous les termes n’ont pas , en apparence, les dimensions,, 
convenables pour représenter des lignes. Çes résultats , 
dont la construction pourrait embarrasser les commen- 
çons, s’interprètent sans aucune difficulté , dès qu’on 
se rappelle qu’on ne peut faire entrer des lignes dans le 
calcul qu’en les supposant représentées par des nombres. 
Par exemple, si a, b , c représentent des longueurs données, 
et a; la longueur inconnue que l'on cherche , il est pos- 
sible que l’équation en x donne 

^ <, ’ 
x = à 1 -f- \/ aï — ab c*. 

Une pareille expression n’aurait aucun sens raison—, 
nable, si l’on voulait entendre que a , b , c et x repré— c 
sentent réellement des lignes ; mais elle s’interprète sans 
difficulté dès que l’on regarde ces quantités comme des 
nombres. , 

Veut-on construire une expression de ce genre par la 
géométrie , rien de plus simple : il faut représenter aussi 
l’unité linéaire par une lettre , par 1 , par exemple ; puis , 
au lieu des nombres a , b, c, x, on aura les rapports équi— 

, A B C X , 

Valons — , — , —, dans lesquels A, B , C, X dé- 

signent réellement les lignes dont a , b , c, x étaient les 
expressions numériques ; et, en substituant ces valeurs dans. 
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l’équation précédente , elle deviendra 

X_A' '\/~Â A B O 
I~ p + r ~fi f j+j.' _ 


ou, en faisant évanouir le dénominateur du premier membre. 



C\ 


L’expression de la ligne X ainsi préparée , ne renferme 
plus que des quantités faciles à construire : car —j— re- 
présente une ligne D, qui s’obtiendra par une quatrième 
proportionnelle;-^- peut se décomposer en — — . A , et 

l’on peut lui substituer un carré 1?*, dans lequel la ligne E 

A 1 > 

est moyenne proportionnelle entre A et ~j~ '• de même , 

le produit AB peut se transformer en un carré F 1 , et la 
partie radicale de l’expression précédente deviendra 

V E' FSr C . 


Au moyen des triangles rectangles , E’' — .F’pcut se trans- 
former en carré IP: et le résultat, qui devient \/ fl’+C’, 
s'obtiendra par une construction du même genre. Le ra- 
dical d<T cette expression sera ainsi représenté tout entier 
par unS’ligne G , et l’on aura 

X = D + G; 

résultat qui h’exige plus qn’unp simple addition de lignes. 
On opérera de la même manière dans tous les cas ana- 
logues; et, si l’on veut bien se rappeler que les lettres sur 
lesquelles on effectue le calcul représentent toujours des 
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rapports de lignes, l’interprétation des résultats n’offrira 
jamais aucune obscurité. 

12 . Au reste , les constructions géométriques ne doivent 
être regardées que comme un moyen quelquefois élégant 
de représenter les solutions des problèmes , et non pas 
comme un procédé rigoureux pour trouver leurs valeurs 
numériques. Relativement à ce dernier objet , le calcul 
est infiniment préférable , parce que son exactitude est 
indéfinie, et -même il vaut toujours mieux y recourir, quand 
la construction n’est pas très-simple. 

13. Les méthodes que nous venons de parcourir n a- 
vaient pour but que des problèmes déterminés , c’est-à- 
dire, dans lesquels l’inconnue n’était susceptible que d’un 
certain nombre fini de valeurs ; mais on peut aussi se 
proposer des questions de géométrie indéterminées , qui 
soient susceptibles d’une infinité de solutions. 

Par exemple , si l’on-considère une ligne courbe AMM 1 
tracée sur un plan(Gg. 6),etque, depUisieyrs points de cette 
courbe, onimène des perpendiculaires PM, M' P‘ , sur une 
droite AX donnée dans le plan, ces perpendiculaires auront 
certainement une longueur déterminée dépendante de la 
nature de la courbe , de sa position et de la distance des 
points MM' : si donc on prend sur la ligne jiX un point 
fixe y# pour point, de départ, chaque ligne. AP aura sa 
correspondante PM, qui résultera du concours de toutes 
ces circonstances ; et la relation qui subsistera entre les 
AP et les PM , dans les diverses parties de la courbe , 
détermine nécessairement la forme de son cours. 

Or, il serait très-possible que ce rapport fût de nature 
à être toujours exprimé par une même équation entre les 
AP et les PM; auquel cas cette équation servirait à 
trouver une quelconque de ces quantités par le moyen de. 
l’autre, lorsque celle-ci serait donnée. 
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Si l’on savait , par exemple , que, dans tonie l'étendue . 
de la courbe , chaque PM est égale à la ligne AP qui lui 
correspond, en représentant généralement les premières 
par la lettre^, et les dernières par x , on aurait entre elle» 
li relation > 

Dans ce cas, la suite des points J 1 J, M' . . . (fig. 7 ) forme 
évidemment une ligne droite inclinée de 5 o* sur l’axe AX. 

Si l’on savait , au contraire , que , dans toute l’étendue 
de la courbe , chaque PM est moyenne proportionnelle 
entre les distances du point P ( fig. 8) , à deux points fixes 
A et B pris sur l’axe AB , en représentant toujours AP 
par x , PM par_y, et nommant 2a la distance AB , 00 
aurait , d’après la condition proposée , 

j'—x(2a—x) , 
ou y*— 2.(1 x — X 1 . 

» 

Cette équation fait connaître^, lorsque l’on se donne a:, 
et réciproquement : elle suffit donc pour trouver autant 
que l’on voudra de lignes PM et de points M , il/' . . . qui 
se trouveront tous sur la courbe proposé^. 11 est visible 
d ailleurs , d’après la propriété d’où nous sommes partis , 
que cette courbe est une circonférence de cercle , décrite 
sur AB comme diamètre. 

i 4 - Puisque chacune des équations 
y=x 

y 1 = 2 a x — x' 

peut servir à trouver autant de points que l’on voudra sur 
la droite ou sur le cercle dont elles énoncent une propriété 
générale, il est évident que ces équations sont équivalentes 
à la construction actuelle de ces lignes , et quelles peu-- 
\ent être employées pour les représenter. 
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On peut , en généralisant ce (résultat , regarder toutes 
* les lignes courbes comme susceptibles “d’être ainsi repré- 
sentées par des équations entre deux variables indéter- 
minées ; et , réciproquement , on voit qu’une équation 
quelconque , entre deux indéterminées , peut être inter- 
prétée géométriquement, et considérée comme représentant 
une ligne courbe, dont elle peut faire trouver successive- 
ment tous les points. . 

i5. Cette manière d’envisager les rapports de la géomé- 
trie et de l’algèbre est beaucoup plus étendue et plus 
féconde que celle que nous avions considérée d’abord , et 
qui se bornait aux problèmes de géométrie déterminés ; 
on peut même la généraliser encore , et l’appliquer aux 
équations à trois variables qui représentent des surfaces , 
comme' on le verra par la suite ; mais pour le moment , 
■ les considérations précédentes nous suffiront. Je ne me 
proposais ici que de fixer précisément, et de faire bien 
comprendre cette division qui partage l’application de 
l’algèbre à la géométrie en deux branches distinctes et tota- 
lement séparées dans leur objet. Elles l’ont été dé même 
dans l’histoire des mathématiques ; l’invention de la der- 
nière est due à Descartes. Avant ce grand homme , on 
n’avait appliqué l’algèbre qu’aux problèmes de géométrie 
déterminés. Il ouvrit ainsi une route nouvelle , et l’on 
peut dire qu’il fraya le chemin à Newton. 

t6. Après avoir jeté un coup-d’œil en avant sur la 
carrière que nous allons parcourir, et tracé la route que 
nous devons suivre , il faut revenir en arrière , et former 
les méthodes nécessaires pour avancer ensuite facilement. 

La première chose à faire à cet égard , c’est de cher-, 
cher un procédé direct pour énoncer les problèmes de 
géométrie dans le langage de l’algèbre, afin d’être toujours 
assuré de pouvoir les mettre en équation. C’est à quoi 


Digitized by Google 



*4 PRÉLIMINAIRES, 

nous parviendrons, en considérant qu’une question de 
géométrie peut toujours se réduire , en dernière analyse , * 

à trouver un ou plusieurs points disposés suivant des 
conditions données ; d’où il suit que , pour atteindre le 
but proposé , il faut chercher commeut on peut exprimer 
en analyse la position des points de l’espace. 

L’espace , tel que les géomètres le considèrent , est 
une étendue indéfinie dans laquelle on conçoit que tous 
les corps sont placés. On ne peut donc y déterminer le 
lieu absolu des corps , mais seulement leurs situations re- 
latives , qui sont les seules dont la connaissance nous 
soit nécessaire : et, pour cela , on rapporte ces points à 
des objets fixes , dont on suppose que la position est 
connue. 

- Sur un plan , on conçoit deux droites AX , AY , faisant 
entre elles un angle quelconque donné ( fig. q ) ; tout 
point M , situé dans le plan , est déterminé lorsqu’au con- 
naît les longueurs des droites MQ , MP , menées de ce 
point parallèlement aux lignes AX, AY , et terminées à 
ces lignes ; car par les propriétés des parallèles AQ=z PM , 
et APr= QM. On peut donc , en connaissant ces valeurs , 
mener les droites PM et MQ , qui , par leur intersection , 
déterminent le point M. 

Dans l’espace , on conçoit trois plans YAX, XAZ , 
ZAY , faisant entre eux des angles dohnés (fig. io). Un 
point quelconque M se trouve déterminé de position , 
quand on connaît les longueurs des droites MM ' , MM" , 
MM m , menées par ce point parallèlement aux intersec- 
tions des trois plans, et terminées à ces plans; car alors 
on peut mener trois plans parallèles à ceux-ci , et sur les- 
quels il se trouve. 

Avant d’examiner les conséquences qui résultent des 
conventions précédentes , il est bon d’observer qu’en gç- 
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néral nous prendrons les mots plan et ligne droite dans 
leur acception la plus étendue; c’est-à-dire, qu’en général 
nous entendrons, par ligne droite, une ligne droite indé*- 
finiment prolongée, et par plan, un plan indéfiniment 
étendu. Lorsqu’il sera nécessaire de considérer des portions 
limitées de plans ou de droites, nous en avertirons, comme 
nous venons de le faire; mais ces abstractions seront tou- 
jours déterminées par les conditions particulières de la 
question proposée. ' 

Des points et de là ligne drâite considères 
sur un plan. 

ir. Lorsque les points M, M ' , d’un plan sont rapportés 
à deux lignes fixes, AX, AY , menées dans ce plan, lès 
longueurs QM , Q'M'-, ou leurs égales AP , AP, se 
nomment abscisses, et les distances PM, PM', ou leurs 
égales AQ, AQ', s’appellent ordonnées (fig. 9 ). La ligne 
AX , sur laquelle se comptent les longueurs AP , AP , 
se nomme l’axe des abscisses-, AY est l’axe des ordonnées. 
Les ordonnées et les abscisses se désignent encore par' la 
dénomination générale de coordonnées ; les lignes AX , 
AY, sont alors les axes des coordonnées, et le point A, où 
elles se coupent , en est l’ origine. Le choix des axes est 
absolument arbitraire ;' et l’on peut, à volonté, compter 
les abscisses ou les ordonnées sur l’un ou sur l’autre. „ 

18. Représentons en général par x les abscisses , et ■ 
par y les ordonnées; x et j seront des variables qui pren- 
dront diverses valeurs pour les difîérens points que l'on 
devra considérer (fig. 9 ). Si, par exemple, ayamt mesuré 
les longueurs AP, PM , q ni déterminent le point M, 
on trouve la première égale à a , et la seconde égale à b , 
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on [aura , pour fixer la position' de ce point , les deiix 
équations 

X = a y — l>\ 

et, comme elles suffisent pour cet objet, nous les nom- 
merons les équations du point M. 

i 

Si l’abscisse AP restant la même, l’ordonnée PM di- 
minue, le point M s’approche de plus en plus de l’axe 
AX; si PM ou b devient nulle. , le point M tombe en P 
sur l’axe des x lui-même; et ses équations deviennent 

»x r —a y = o. 

Si l’ordonnée PM restant la même, l’abscisse AP dimi- 
nue, le point M s’approche de plus en plus de l’axe A Y , 
avec lequel il finira par coïncider, si AP devient nulle ; 
ce qui donne 

X — o y —b 

pour les équations d’un point tel que Q , situé sur l’axe 
même desjf. 

Enfin, si l’abscisse AP et l’ordonnée PM deviennent 
nullcs en même tems, le point M coïncide avec le point 
A , origine des coordonnées, et l’on a 

x — o y — o 

pour les équations de cette origine. » 

iq. On voit par là qu’en supposant aux variables x 
et y toutes les valeurs positives possibles, depuis zéro 
jusqu’à l'infini , on peut exprimer la position de tous les 
points placés dans l’angle YAX. 

Quant aux points compris dans les autres angles formé* 
par les axes, ils répondent aux valeurs négatives des va- 
riables x et y. 
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Pour le démontrer, concevons qu’au lieu de AY on 
prenne pour axe des y la ligne A' Y' parallèle à la pre- 
mière, et telle que AA'~A (fig. 1 1 )-. Nommons x' les 
(nouvelles abscisses comptées sur le même axe AX , mais 
à partir de la nouvelle origine A'. Cela pose , si nous 
considérons un point quelconque SI situé dans l’angl» 
Y’ A' X , nous aurons 

AP=z A A' -{-A 1 P ou x —A -j- ; 

t * ' e 

mais , si nous considérons un point SP situé dans l’angle 
Y 1 A' A, et que nous représentions encore son abscisse A' P’ 
par la variable x' , en lui supposant toqtefois une valeur ' 
quelconque , nous aurons 

AP=AA'—A'P ou x=A — x' ; 

d’où l’on voit que , si l’on veut rendre In 'Ÿnênie formule 
analytique x —A -\-x r 

applicable à-la-fois aux points situés dans *l’angle XA'Y' 
et aux points situés dans l’angle AA'Y 1 il ‘faut regarder 
pour ceux-ci les valeurs de x' comme négatives, en sorte 
que le changement de signe réponde à leur changement 
de position par rapport à l’axe A'Y'. 

Pour confirmer cette conséquence, et faire voir encore 
plus clairement comment la formule précédente peut lier 
les différens points du plan, supposons que l’on considère 
d’abord un point situé, sur l’axe A'Y' lui— même : pour 
ce point x' sera nul, et la formule 

x =A -f~ x' donnera x =A. 

C’est la valeur de l’abscisse AA' par rapport aux axes 
AX, AY. . x 

Mais si l’on veut que cette même équation convienne 
aussi aux points situés sur l’axe AY , considérons un 

à 
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quelconque d’entre eux ; son abscisse x sera nulle, et la 
formule précédente donnera 

A-\-x' = o ou x' ~—A; 

ce qui est encore la valeur de l’abscisse AA', en la sup- 
posant rapportée à l’axe A'Y' . L’expression analytique de 
cette abscisse devient donc positive pour l’axe AY , et 
négative pour l’axe A'Y ' , quand on suppose les points du 
plan liés entre eux par l’équation 

xt = A-\- x'. 

Ce résultat s’applique également aux valeurs négatives 
de x , et prouvent qu’elles appartiennent aux points situés 
du côté de l’axe AY, opposé aux valeurs positives ; car, 
quel que soit celui de ces points que l’on considère, si on 
le représente ^ar M 1 ', on pourra toujours mener un nouvel 
axe A" Y", qui se trouvera, placé par rapport à l’axe AY, 
comme celui-îi l’était précédemment lui-même par rap- 
port à l’axe A'Y'. 

En transportant l’axe AX parallèlement à lui-même, et 
fixant la nouvelle origine en A 11 (fig. 12); faisant AA H— B,' 
et nommant y' les nouvelles ordonnées comptées à partir * 
de l’âxe A^X 1 , on aura 

.y = B+y 

pour les points situés dans l’angle YA^X " , et* 



pour ceux qui sont situés dans l’angle AA"X" : en 
sorte que , pour comprendre les uns et' les autres dans 
une même formule analytique, il faut regarder les valeurs 
négatives de y' comme correspondantes à des points situés 
du côté de l’axe A 11 X n opposé aux y' positives ; et , 
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comme cela s’applique également aux axes AX, AY, on 
en doit conclure que les changemens de signe de la va- 
riable y répondent au changement de position des points 
de part ou d’autrë de l’axe des abscisses. , 

En réunissant ces résultats , on voit que les valeurs 
négatives des coordonnées doivent être prises en sens con- 
traire de leurs valeurs positives; sans quoi , les mêmes 
formules ne pourraient pas s’appliquer à tous les points 
du plan , et né comprendraient que ceux qui seraient 
situés dans Un même angle des axes. Réciproquement , 
la convention précédente étant établie , tous les points du 
plan, quelle que soit leur situation, sont compris dans les 
mêmes formules. 

t • » 

On aura, d’après ce qui précède j (fig. 9 ) 


dans l’angle Y AX 
dans l’angle Ÿ Ax 
dans l’angle XAy 
dans l’angle xsJy 


x positif et y positif, 
x négatif y positif, 
x positif y négatif, 
x négatif y négatif, 


par conséquent , les équations 


y — 1 


qui déterminent la position d’un point dans l’angle Y AX , 
deviendront 


x : 
x : 

X : 


a 

+ <* 
: 1 — a 


y= + b 

y — — b 
y = — b, 

selon que ce point passera^ dans un' des angles YAx , 

! XAy, xAy. En supposante et b quelconques, les deux 
premières pourront ceprésenter toutes les autres. 

20. La liaison que nous venons de découvrir entre IeS 
signes des variables x et y, et leurs positions par rapport 
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à leur origine commune , n’a pas lieu seulement lorsque 
leurs valeurs sont comptées sur des lignes droites ; cette 
liaison subsiste toutes les fois que l’on représente les va- 
leurs d’une quantité variable par des longueurs comptées 
sur une ligne quelconque, et à partir d’un même point. 

Soit , par exemple, une circonférence de cercle AB ab , 
dont Aa est un diamètre , et dont le centre est au 
point C ( iig. i 3 ) : si l’on veut représenter les valeurs 
positives d’une variable a: par les arcs AM , AM', comp- 
tés à partir du point A , et dans le sens AB , il faudra 
représenter les yaleurs^pégatives de la même variable par 
des arcs Am,, Am' , comptés à partir du même point A , 
et dans le sens opposé au premier, sans quoi ces arcs ne 
pourront pas être compris avec les précédens dans une. 
même formule analytique. 

En effet, si*l’on conçoit l’origine transportée en A', et 
qu’on représente par x' les valeurs des arcs, comptées de 
ce point, on aura, en faisant AA' = a , <t 

»: x = a x' 

pour les points situés au-delà du point A', et 

, . ' . x — a — x' . ■ 

pour .les points situés entre le point A' et le point A. 
Ainsi, pour que la même formule x xx. a -j- x' convienne 
aux uns et aux autres, il faut regarder le changement de 
signe de x' comme répondant au changement de position 
des arcs par rapport à la nouvelle origine. 

Avec celle convention , si l’on fait x' = o, on aura 
x — a pour la valeur de l’arc AA' comptée à partir du 
point A, tandis qu’en faisant x — o, on aura x’ — — a 
pour la valeur de ce même arc rapportée au point A' . 

Et, comme ces raisonnemens sont applicables à l’origine 
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ji aussi bien qu’à l’origine A' t , on doit en ronclure que 
les arcs négatifs doivent être pris en sens contraire des 
arcs positifs , pour que les uns et les autres puissent 
être compris dans les valeurs successives d’une meme 
variable, x. 

Maintenant, si l’on abaisse Jes perpendiculaires MP , 
il/' P ' , qui seront les sinus des arcs positifs A il/, AM' , 
ces lignes doivent être prises positivement ; car, depuis 
zéro jusqu’à ioo° , L’arc est plus pej.it que sa tangente , et 
plus grand que son sinus; et, dans ces limites, les sinus 
et les tanguâtes, tombant du même cùté de l’axe AC , 
sont nécessairement de même signe. Par la même raison , 
les sinus mp , m' p' , des arcs négatifs Am , Am ' , seront 
négatifs: cela devait d’ailleurs résulter de ce que ces si- 
nus , qui peuvent se compter , à partir du point C, sur 
la ligne Bb perpendiculaire à yia , sont opposés aux pre- 
miers comptés sur la même ligne , et à partir du même 
point. Une fois cette direction connue , tons les sinus , 
quel que soit l’arc auquel ils répondent , doivent être pris 
positivement au-dessus du diamètre Aa , et négativement 
au-dessoirs. _ 

Quant au cosinus, pour le point A , où l’arc est nul , 
il est égal au rayon CA-, et, pour le point a , où l’are 
est de 2oo°, il est égal à Ca : si donc nous le supposons 
positif dans le premier cas, il faudra le regarder comme 
négatif dans le second ; mais le choix est absolument 
* libre , seulement il faut observer la même loi par rapport 
aux lignes situées de part et d’autre du point C sur Ta 
ligne ACa. „ 

Les signes des sinus et des cosinus étant déterminés , 

- d’après les conventions précédentes , selon leur position 
dans les différens quarts de cercle , ceux de toutes les 
autres lignes trigonométriques s’eu déduisent ; car ce* 
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lignes peuvent toujours être exprimées rationnellement, 
en fonction des sinus et des cosinus auxquels elles répon- 
dent , de sorte que l'on connaîtra leurs signes d’après ceux 
que prennent ces quantités. 

On peut donc , à l'aide des principes précédens , expli- 
quer sans difficulté la marche des valeurs que prennent 
les lignes trigonométriques suivant les différens arcs aux- 
quels elles répondent. Quoique cet exemple nous ait un 
peu écartés de notre objet , j’ai cru devoir le donner , parce 
qu’il demande des considérations assez délicates, et qu’il 
est très-propre à faire sentir comment on doit raisonner 
dans tous les cas de cette nature. 

2.1. On peut encore, à l’aide de ce qui précède, trouver 
analytiquement l’expression de la distance de deux points 
dont on connaît les coordonnées rectangles. 

Soient il/', M" ■, les points dont il s’agit (fig. i4 ) : si 
l’on mène Hl' Q' parallèle à l’axe des x , et terminée aux 
coordonnées HP P 1 y M"P ", le triangle HP M" Q' , rectangle 
en Q ', donnera , 

‘ HP M 0 = ^ HP Q * 4- MU Q'"\ 

Soient maintenant x\ y', x", y", les coordonnées AP', 
P' HP, A P", PU HP-, HPQ ' sera x"—x', et M'fQ'=zyH -f . 
Si donc on représente par// la distance cherchée, on aura 

//= V(x'i-x'y + (j»-~yy. 

Si un des points, par exemple, celui dont les coordon- 
nées sont x' , y , était l’origine même des coordonnées, on 
aurait 



ce qui donnerait 


PRÉLIMINAIRES. 2$ 

C’est l’expression de la distance d'un point quelconque à 
l’ori »ine des coordonnées. 11 est aisé de s’en convaincre 

O 

«ur la figure même , où M représente le point dont il 
s’agit (fig. i5 ) ; car le triangle AMP , rectangle en P , 
donne 

Æ=Â Pj-FM % = -f jr ; 

d’où 

d-v^x' TF- 

. < * 

22. Reprenons maintenant en particulier chacune des 
deux équations x =a ,y~b , qui fixent la position d’un 
point sur un plan , a or b étant des quantités quelconques. . 

La première, x =o , considérée comme si elle existait 
seule, et prise dans son sens le plus étendu taut qu’on 
ne considère que deux dimensions, convient à tous les 
points dont l’abscisse est égale à a ( fij*. 9 ). Or , si nous 
supposons AP=a , tous les points de la ligne PM , pro- 
longée indéfiniment dans les deux sens , satisferont à celte 
condition. L’équation x — a appartient donc à la ligne 
droite PM , parallèle à l’axe desjy. 

On prouvera de même que l’équation y— -b exprime 
une propriété qui convient à tous les points de la ligne Q'M 
prolongée indéfiniment dans les deux sens. 

Ainsi , en disant que le point il/ est déterminé par le 
système des équations '. # 

x = a y — b 7 

■ ( 

on écrit qu’il est donné par l’intersection de' deux droites 
parallèles aux axes AX , A Y; ce qui est la traduction 


littérale de 
trouver. 

la construction ^géométrique qui sert 

• • 

• 

V 
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La ligne droite , représentée par l’équation x— a , sera 
située toute entière du côte des abscisses positives , si a 
est positif : au contraire , si «est négatif, elle se trotir- 
vera du côté des abscisses négatives; sia est nul , elle 
coïncidera avec l’axe desjy , dont l’équation est par con- 
séquent 

x — o. 

Il est visible en effet que cette propriété est commune à 
tous les points qui y sont situés, et n’appartientqu’ieuxseuls. 

l)e même, suivant que b sera positif ou négatif, la ligne 
droite, dont l'équation est y = b , sera située au-dessus 
ou au-dessous de l’axe des x; et , si b est nul , elle com— ' 
cidera avec cet axe , dont l’équation est par conséquent 

. . J — o. . 

Enfin, le point A, origine des coordonnées , étant-à-la 
fois sur-ccs deux axes, sera, donné, par le système des deux 
équations, ’ . 

x— o y— o, 

cotnme nous l’avons trouvé précédemment, 

ad. La méthode que nous avons employée pour expri- 
mer analytiquement la position d'un point , peut dj>nc 
servir encore à désigner une suite de points situés sur 
une meme ligne,) droite parallèle à un des axes des coor- 
données. En généralisant ce résultat, on voit que , si tous 
les points d’une ligne quelconque , droite ou courbe , 
sont tels qu’il existe la même relation entre les ordonnées 
et les abscisses de chacun d’eux, l’équation entre x et y y 
qui exprimera cette relation , doit caractériser cette ligne. ■ 
Réciproquement , l’équation étant donnée , la nature de 
la courbe s’ensuit ; car si Ton veut trouver' ceux de ses 
points qui répondent à une abscisse déterminée , il suffire 



Digitized by Google 



PRÉLIMINAIRES. 


de mettre cette valeur pour x clans l’équation ; et celle-ci , 
ne contenant plus alors que la seule inconnue y , fera 
connaître les valeurs dcs_ coordonnées correspondantes, 
•«ju’il faudra placer , par rapport à l’axe des x , conformé- 
ment aux signes dont elles sont affectées : de même eu se 
donnant^, l’équation fera connaître les valeurs corres- 
pondantes de a?. 

Une équation qui exprime ainsi la relation qu’ont entre 
elles les abscisses et les ordonnées de chaque point d’une 
ligne , se nomme V équation de cette ligne ; et celle-ci est 
continue ou discontinue, suivant que la meme équation 
convient ou ne convient pas à tous les points dont elle est 
composée. 

24* Considérons , par exemple , une ligne droite AM 
(fig. ifj) menée par l’origine des coordonnées, et faisant 
un angle » avec l’axe des x , l’angle des deux axes étant 
égal à /3 : si d’un point quelconque il/, pris sur cette 
droite, -on mène l’ordonnée PM parallèle à l’axe des j - , 
on aura toujours • 1 

è 


PM AP 
'sin as sin. — «) 


ou y~x 


sin « 

sin f/3 — «) ’ 


et cette équation ayant lien pour tous les points de la 
droite AM , est l’équation de cette droite. 

Quoique nous l’ayons obtenue en considérant les*poinls 
situés dans l’angle YAX , elle n’en est pas moins appli- 
cable aux points situ^ dans les autres angles des aiÿs , 
pourvu qu’on y change convenablement le signe des va- 
riables a: et y. Si l’on y fait, par exemple, ir négatif, 
pour avoir les points situés du côté des abscisses néga- 
tives, elle donnera 
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c’est-à-dire , que, pour ces points , y devient aussi néga- 
tive , de sorte qu’ils sont situés au-dessous de l’jxe des or, 
tandis que ceux qui sont situés dans l’angle XAY sont au- 
dessus du même axe : nous supposons ici que sin a. est une 
quantité positive. 

Cette valeur de « est la même pour tons les points de • 
la même droite AM \ mais elle varie d’une droite à une 
autre : examinons les circonstances qui résultent de cette 
variation. 

A mesure que a. diminué, la droite s’incline vers l’axe 
des abscisses, avec lequel elle se confond lorsque *:=o : 
aussi cette supposition donne-t-elle y—o pour son équa- 
tion. A mesure que « augmente , la droite approche de 
ee confondre avec l'axe des^, avec lequel elle coïncide 
quand p = « ; car, alors , sin (£ — a) devenant nul, 
l’équation se réduit à ar=ro. L’angle u continuant à aug- 
menter , (/S — «) devient une quantité négative ; alors sin 
( /S — <*) est négatif et égal à — sin («t — /S), et l’équation 
de la droite devient 

« 

x sin « 

^ sin 

' * t ' 

elle se trouve alors placée dans la situation AM' , et c’est • 

ce que l’équation précédente confirme ; car tant que « 
est positif , elle donne y négatif, et l’on ne peut avoir y 
positif qu’en prenant x négatif : ce qui indique que la 
droite reste au— dessous de l'a^e des 9 du côté des abscisses 
positives , et ne passe au-dessus de cet axe que du côté des 
abscisses négatives. 

a devenant égal à 200", la droite se confond de nouveau 
avec üaxedes x ; c’est ce que la formule indique, car on 
a alors sin ct — o , ce qui donne y — o pour l’équation de 
la droite. 
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Enfin , «devenant plus grand que 200°, sin «est néga- 
tif, aussi bien que sin (/ 3 — *) , et l’équation de la droit* 
redevient comme précédemment , 

sin « 

*~ X sin (/» — «)’ 

Le coefficient — - — reprend alors des valeurs posi- 

sin (/3 — «) r 

tives : en effet , la droite se trouve alors placée dans la 
situation AM" ; et, comme elle est indéfinie, elle re- 
prend successivement , après cette révolution, les positions 
qu’elle occupait. 

On voit , par cette discussion , que la formule 
• sin « 

„ y ~ X sin ($ — f) 

est applicable à toutes les droites qui passent par l’origine 
des coordonnées. 

jt 5 . Considérons maintenant une droite qui fasse , ainsi 
que la précédente , l’angle « avec l’axe des abscisses, mais 
qui ne passe plus par l’origine des coordonnées (fig. 17) ; 
et , comme elle ne serait pas déterminée par cette seule 
condition , supposons, de plus, qu’elle coupe l’axe desj - 
dans un point A' , tel que AA' soit égal à b : si on lui 
mène , par l’origine des coordonnées, une parallèle AN , 
dont l’équation sera 

sin « 

la valeur de l’ordonnée PM se composera, pour un point 
quelconque , de la partie .MN, qui est égale à AA' ou 

» gç sin tt 

à b , et de l’ordonnée PN , dont la valeur est r. 

sin (. 3 — «) 

En réunissant ces deux quantités , on aura l’expression de 
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l'ordonnée PM ou y de la droite proposée, qui sera 


r= 


x sin « 
sin (£ — *) 


+ *• 


C’est l’équation la plus générale d’ime*ligne droite, quand 
on ne considère que deux dimensions^ et elle renferme 
deux indéterminées u et b , parce qu’il faut deux condi- 
tions pour particulariser la droite. 

Il est facile de reconnaître , par la forme même dd cette 
équation , que tous les points auxquels elle appartient sont 
situés sur une ligne droite , car on en tire 


y — b sin et 

x sin (/3 — *) 

Si on regarde le même point M comme un quelconque de 
ceux qui satisfont à cetTe équation, et qu?, par le point . 
A ' , pour lequel AA'^b, on mène une parallèle A'Q 
à l’axe des x , QM sera y — b , A'Q sera égal à r; et , 
puisque , par la nature de l’équation , le rapport dey — b 
à x est corfttant , on aura 

MQ M'Q< 

AhQ ~ ~Â elC ’ 

et ainsi de suite pour tous les points M , il/' qui vérifieront 
l’équation proposée ; d’où il suit que les triangles A’MQ , 
A'M'Q ' , etc. sont semblables , et par conséquent tous ces 
points sont en ligne droite. 

On peut retrouver de même toutes les autres circons- 
tances relatives à cette ligne, car d’abord le rapport cons- 
tant ^~r étant égal à - — — - l’angle MA'Q=k ; de 
A'Q sin ( fi — *) D 

plus, quand x=o, on a y=b, et par conséquent A'Â=b r 
on a donc un point de la droite , et l’angle qu’elle £àù. 
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avec l’axe des x : on pourra donc la construire d’après ces 
données. 

Si l’on veut connaître le point où elle coupe l’axe des x , 
il faudra supposer y nulle ; ce qui a lieu pour tous les points 
situés sur cet axe. Cette supposition donne 


' x sin Ç * — * ) ■ 

OC • r_ o - 1 

• sm a. 

et l’on voit , par le signe de cette valeur , que , si a est 
moindre que fs , b étant positif, la droite coupera l’axe des 
x du côté des abscisses négatives; ce qu’il était d’ailleurs 
facile de prévoir. 

En supposant x négatif et plus grand que la valeur pré- 
cédente , on aura les ordonnées de la droite au-delà du 
point 5 ; et ces valeurs seront négatives, parce qu’elle 
passe alors au-dessous de l’axe des abscisses. 

Ainsi , non-seulement l’équation. 


x sin * 

y — — - 4 - b 

J sin f fi — « ) 

appartient à tous les points d’une ligne droite , qui fait 
avec l’axe des x, un angle a, et qui rencontre l’axe des_y 
à une distance b de l’origine , mais cette équation suffit 
pour caractériser la ligne droite dont il s’agit , et trouver 
#a position par rapport aux axes des coordonnées. 

26. Les variables x et y ne se trouvent qu’au premier 
degré dans cette équation , et n’y sont pas multipliées 
entre elles. l)’après cette considération , on nomme li- 
néaire toute équation de cette forme , quelque nombre 
de variables qu’elle renferme. 

27. Cette propriété des formules analytiques, de pouvoir 
s’appliquer aux lignes dans toute leur étendue , résulte , 
comme nous 1’ayons dit plus haut, de la liaison. qui existe 
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entre les changemens de signe des variables a: et y, et les 
changemens de position des lignes qu'elles représentent 
par rapport à l’origine. -, 

28. Jusqu’ici nous avons supposé que l’angle /3 , forma 
par les axes des coordonnées, était quelconque, le plus 
souvent on prend cet angle droit, et on lui donne cette 
valeur, parce qu’elle contribue à simplifier les calculs, on 
a alors 

sin (/3 — a ) = sin ( 1 oo° — u ) = cos a , 

•t l'équation de la droite devient 

y = x tang « + b 

comme il est facile de le vérifier à posteriori, en observant 
que, par la nature de la ligne droite, la relation 

y — b 

■ — tang » 

X . 

est toujours satisfaite , quel que soit celui de ses points que 
l’on considère. 

En faisant, pour plus de simplicité, tang »—a , nous 
aurons 

y — a x + b 

pour l’équation de la ligne droite lorsque les coordonnées 
sont rectangulaires : a est la tangente trigonométrique dç 
l’angle que fait la droite avec l’axe des x, et b représente la 
distance de l’origine au point où elle coupe l’axe des^ j 
ou, ce qui revient au même , c’est la valeur de l’ordonnée 
correspondante à x = o. . 

29. Tant que a et b sont indéterminés, la situation de 

la ligne n’est pas connue , et l’on sait seulement que ses 
points sont en ligne droite ; mais si ces valeurs sont don- 
nées, ou si l’on a des conditions qui les déterminent, on 
en deduitda position de la droite. '■ 
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' L,a recherche des coefficient et b , d'après des condi- 
tions données, et la combinaison des lignes qui en résultent, 
donnent lieu aux questions suivantes , dont il importe de 
retenir les solutions , parce qu’elles, servent dans presque 
tous les cas où l’on applique le calcul à la géométrie. 

3o. Trouver l’équation d’une ligne droite qui passe par 
deux points donnés. 

Soient x', ÿ , xl',yH, les coordonnées de ces points; la 
ligne cherchée devafit être droite, son équation sera de la 
forme 

y — a x -{• b , 

a et b étant encore inconnus. 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées 
sont x',j', il faut que son équation soit satisfaite quand on 
y met x' pour x et y' pour y, ce qui exige qu’on ait 

i , y=ax' + b. 

Poiir qu’elle passe par 1g. point dont les coordonnées sont 
x n ,yiï, il faudra de même que 

y 11 — a x" -f- b. 

Ces deux équations feront connaître a et b. En substituant 
leurs valeurs dans l’équation de la droite, elle, sera déter- 
minée. 

L’élimination peut se faire très-simplement, en retran- 
chant la seconde équation de la première, et la troisième 
de la seconde, car on a par ce moyen, 


y —y = a (a? — *' ) 

y —y a — a ( x'—xi ) ; 

d’où l’on tire 
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La première de ces équations est celle de la droite cher- 
chée , et la seconde détermine l’angle qu'elle fait avec 
Taxe des x. 11 est aisé de vérifier à posteriori , que les 
conditions demandées se trouvent ainsi satisfaites, car 
x = x' donne y = j"', et x = x 11 donne y —y't . 

Si y 1 — y 11 — o on a a = o, 

et il vient 9 y = y 11 ; 

c’est-à-dire qu’alors la droite est parallèle à l’axe desar; 
et cela a lieu en effet , puisqu’elle pas*e par les extrémités 
de deux ordonnées égales. 

Si x' — xH = o on a — s= o, 

a 

et il vient x = x" ; 

c’est-à-dire qu’alors la droite fait un angle droit avec, l’axe 
des abscisses , et devient par conséquent parallèle à l’axe 
des y ; ce qu'il était facile de preyoir. 

Il est visible que la méthode dont nous venons de faire 
usage peut encore être employée pour faire passer une 
ligne droite par deux points donnés, dans le cas où les 
coordonnées ne seraient pas rectangulaires. 

3i. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite, 
soit parallèle à une autre. 

Soit y=ax+b 

l’équation de la droite donnée; « et b étant connus, celle 
de la droite cherchée sera de la forme 
y— a 1 x -(- b' , 
à' et b' étant inconnus. 

Pour que les droites soient parallèles , il faut qu’elles 
fassent le même angle avec l’axe des a;; ce qui donne 
a — a ' , 
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et l’équation de la parallèle devient 

# 

yz=ax+ b'-, 

b' reste encore indéterminé , parce qu’il y a une infinité 
de droites qui sont parallèles à la ligne donnée. 

Mais , si l’on veut que cette parallèle passe par un point 
donné, et dont les coordonnées soient x', y, il faudra 
qu’on ait 

y' =ax'- j- b 1 . 

Cetle équation fait connaître b' ; en la combinant avec 
la précédente , il vient 

y —y’ — a (*—*') 

pour l’équation de la parallèle menée par le point donné 
à la droite donnée. 

32 . Trouver l’angle de deux droites dont les équations 
sont données. 

Soit y == a x + b l’équation de la première droite , 

y *=■ a'x -f- b' celle de la seconde. 

\ ' 

Xa première droite fait avec l’axe des x un angle *, 
dont la tangente trigonométrique est a. La seconde droite 
fait avec le même axe un angle <*', dont la tangente est a'. 
L’angle cherché est donc : or 011 a , par les for- 

mules trigonométriques , 

1 + tang «' tang « 

En nommant donc V l’angle des deux droites, on aura 


tang Vz 


1 -f- oa' 

Si elles sont parallèles , l’angle Test nul , et tang #=0 ; 
ce qui donne <*'=«, comme nous l’avons déjà vu. 

3 * 
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Si elles sont perpendiculaires l’une à l’autre ,■ l'angle V 
est droit , et sa cotangente est nu A ; l’expression de cette 

... 1 -f- aa> , .. . 

cotangente est en general : pour qu elle sott 

nulle , il faut qu’on ait 


aa' -f- i = o. 

% » 

C’est la condition nécessaire pour que deux droites soient 
perpendiculaires l’une à l’autre, et, si l’une des quantités 
«, a' est connue, l’autre sera déterminée jpar cette équation. 

33. Trouver les points d’intersection de deux droites 
dont on connaît les équations. 


Soit y — a x -|- b l’équation (Je la première , 

y =«' x -{-b' celle de la seconde. 

Le point d’intersection devant se trouver à-la-fois sur les 
deux droites, ses coordonnées doivent satisfaire à-la-fois h 
leurs deux équations : réciproquement , en écrivant que 
les deux équations ont lieu en même tems, on aura les 
valeurs dexety, qui conviennent au point d’intersection; 
et on trouve , par l’élimination , 


(b — b 1 ) ab' — a'b 

x = — i y = • 

a — a' J a — a’ 

■> 

Quand a s= a ! , ces valeurs deviennent infinies , c’est-à- 
dire qu’alors il n’y a plus de point d’intersection, ou en 
d’autres termes , qu’il est infiniment éloigné , mais aussi 
dans ce cas, les droites sont parallèles. 

34- La méthode que nous venons d’employer est géné- 
rale , et peut servir à déterminer les points d’intersection 
de deux lignes courbes quelconques, situées dans un même 
plan^ quand on connaît leurs équations; car, ces points 
devant se trouver à-la-fois sur les deux courbes, leurs coor-; 
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données doivent satisfaire en meme terris aux équations de 
l’une et de l’autre : ainsi , en combinait ces deux équations, 
les valeurs que l’on obtiendra pour_y et pour x seront les 
coordonnées des points d’intersection. 

Il faut donner beaucoup d’attention au principe que 
nous indiquons ici , et qui consiste à combiner analyti- 
quement plusieurs équations , pour en déduire le résultat 
commun qui satisfait à leur ensemble. L 'Elimination , 
considérée sous ce point de vue , renferme presque tout 
le secret de l’application de l’algèbre à la géométrie , et 
j’aurai soin d’en faire remarquer les effets à mesure qu’ils 
se présenteront. 

35. Mener par un point donné une perpendiculaires 
une droite donnée , et trouver, la longueur de la por- 
tion de cette perpendiculaire comprise entre le point et 
la droite. , ; . 

Soit y — a x -f- b l’équation de la droite donnée , 

. x y' les coordonnées du point donné. 

La perpendiculaire étant une ligne droite,' et devant 
passer par ce point , son équation spa de celte forme : 

y —y' — a' ( x — x r ). 

La condition d’être perpendiculaire donnera 

aa' -f- i = o d’où a' ~ , 

a 

et l’on aura par conséquent 

y —y' = — 

C’est l’équation de la perpendiculaire menée par le point 
donné à la droite donnée. 

Pour le point d’intersection de ces deux dictes , leurs 
équations devront avoir lieu en même tems : ainsi , en 

l ’ 
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représentant les coordohnées de ce point parx tf ,y, on 
aura , pour les déterminer , 

y H = ax" -f- b , 

y" — y' — — ( x" — 

a ‘ < 

Pour faire l’élimination avec plus de facilité , on mettra 
la première de ces deux équations sous la forme 

y" — y* —a(x" — x 1 ) -(- b -f- a x' — y' ; 

et, en la combinant avec la suivante, on en tirera 

y» -y <j' 

a , b, x',y ', étant des quantités connues, les coordonnées 
x n y H du point d’intersection se trouvent ainsi déter- 
minées. 

Cherchons maintenant la longueur de la portion de 
perpendiculaire comprise entre le point et la droite 
donnée ; l’expression de cette longueur est 


\Z(x" — x' )* -j- ÇyM — y' )\ ■ 

En la représentant par P, et mettant pourx ,/ — x' et 
y" — y' leurs valeurs , il vient 


P = 


y — ' 


Y/i+u’ k 

pour la longueur de la perpendiculaire cherchée. , 

36. A l’aide de ce qui précède , on peut résoudre toutes 
les questions qui ne dépendent que de la ligne droite , et 
qui sont relatives à des points situés dans un même plan. 
Nous allons maintenant étendre ces résultats au cas gé- 
néral où t’on ne fait abstraction d’aucune des dimension* 
de l’espace. 
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Des Points de la Ligne _ droite considérés en 
t rois dimensions ou dans l’espace. 

37. Nous avons dit qu’un point de l’espace est déter- 
miné de position lorsque l’on connaît les longueurs et 
• les directions de trois droites menées de ce point pa- 
rallèlement à trois plans , et terminées à ces plans. Pour . 
plus de simplicité , nous supposerons ceux-ci rectangu- 
laires; alors , si on les représente par YAX, XAZ et 
ZAY , et qu’on sache qu’un point M est placé à une 
distance MM' du premier , MM " du second , et MM"' 
du troisième ( fig. 18J , il suit de la propriété qu’ont les 
deux plans parallèles d’être également! éloignés l’un de 
l’autre dans tous leurs points , que , si l’on mène aux 
, distances données trois plans M" I MM 11 , M"'MM ' , MH MM’, 
respectivement parallèles aux précédens, le point M se 
trouvera à leur rencontre mutuelle. 

Les plans rectangulaires YAX, XAZ , ZAY, auxquels 
on rapporte les points de l’espace , se nomment les plans 
coordonnés : ils se coupent deux à deux , suivant trois 
droites, AX , AY , AZ , passant toutes trois parle point 
A , et perpendiculaires entre elles. 

D’après les propriétés des plans parallèles, la distance 
MM 1 , du point Mau plan YAX , distance que nous avons 
figure dans l’espace, peut se mesurer sur la ligne AZ , 
et elle est égale à AR. 

De même , la distance MM" peut se mesurer sur la 
ligne AY , et elle est égale à AQ. 

Enfin , la distance MM"' peut^ se mesurer sur la ligne 
AX , et elle est égale à AP ; on voit qu’il en serait de • 
même pour tout autre point de l’espace. 

Les droites AZ , A Y , AX , sur lesquelles nous 
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compterons désormais les distances respectives des points de 
l’espace aux plans YAX, XAZ , ZAY , se nomment les 
axes des coordonnées , dont le point A est l’origine. Nous 
représenterons en général para; les distances qui se comptent 
sur la dernière , qui sera l’axe des x ; nous désignerons 
par y celles qui se comptent sur la ligne des AY , qui 
sera l’axe des et nous désignerons par s celles qui 
se comptent sur l’axe AZ , qui sera l’axe des z. 

Si donc, ayant mesuré les trois distances AP, AQ , AR , 
on les trouve égales à a , b , c , on aura , pour déterminer 
la position du point il/ , les trois équations 

x = a y~b z — c\ 

» 

et comme elles suffisent pour cet objet , nous les nom- 
merons les équations du point M. 

Les positions des points il/', il/", il/'" que l’on ap— . 
pelle les projections du point il/ sur les trois plans coor- 
donnés, se ^trquvenl déterminées par ces équations, car 
on en tire , , 

y ~ b x — a 

pour les coordonnées du point il/', projection dn point il/ 
sur le plan YAX; 

x = a z = c 

pour les coordonnées du point Ü/" projection du point 

il/ sur le plan XAZ ; t • ' - 

* \ 

z=c y=b 

pour les coordonnées-dû point il/'", projection du point il/ 
sur le plan ZAY. 

On voit, par la composition des équations précédentes, 
que deux de ces projections étant données , la troisième 
s’ensuit nécessairement. Dans la construction , on les dé- 
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duit Tacilemehl les unes des autres ; car M 11 cl DI'", par 
exemple , étant données , on mènera M'"Q et DI" P paral- 
lèles à AZ , puis QDI' et PM' respectivement parallèles 
aux lignes AX , AY\ DP sera la troisième projection du 
point M. 

38. 11 résulte de ce qui précède que tous les points 
de l’espace étant rapportés à trois plans perpendiculaires 
entre eux , les points de chacun de ces plans se trouvent 
• naturellement rapportés à deux droites perpendiculaires 
entre elles , qui sont les intersections de ce plan avec 
les deux autres. 

Ainsi , désignant chaque plan par les coordonnées qui 
lui sont propres , le plan Y AX sera relui des x et des y, 
le plan XAZ celui des x et z , et le plan ZAY celui des 
y et z : nous ferons désormais usage de ces dénomina- 
tions. 

Ce que nous avons dit plus haut sur la manière dont 
doivent être prises les coordonnées négatives , s’applique 
aux axes AX, AY, AZ ; et il s’ensuit que les signes 
des coordonnées x , y , z , feront connaître la situation 
de chaque point de part et d’autre des trois plans coor- 
donnés. Il ne faut pas perdre de vue que ces plans sont 
indéfiniment étendus, et que les droites AX , AY, AZ , 
sont indéfiniment prolongées de part et d’autre de leur 
origine commune. 

3g. Reprenons maintenant en particulier chacune des 
trois équations 

x = a y=b 'z — c 

qui déterminent la position d’un point dans l’espace ; a , 
b , c , étant quelconques. 

La première x — a , considérée comme si elle existait 
seule , convient à tous les points dont l’abscisse AP es l 
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égale à a. Elle appartient par conséquent au plan 
MM'/PM' , supposé indéfiniment étendu dans tous les 
sens ; car tous les points de ce plan , qui est parallèle au 
plan ZAY , satisfont à cette condition. De meme, l’équa- 
tion y = b convient à tous les points du plan 
mené par le point M parallèlement au plan ZAX ; et 
enfin l’équation z=:c convient à tous les points du plan 
MM" RM'", qui est mené par le point M parallèlement 
au plan XAY , ces plans devant toujours être regardés • 
comme indéfinis. 

Par conséquent , le système des trois équations 
x = a y — b z — c 

signifie que le point auquel elles appartiennent est situé 
en même teins sur trois plans parallèles aux plans coor- 
donnés , et dont les distances à ceux-ci sont représentées 
par a , b , c ; ce qui est la traduction de la construction 
géométrique de laquelle nous sommes partis. 

Ces distances devenant milles , les équations # 

*=o y — o e — o 

sont celles des plans coordonnés euv-memes. La première 
appartient au plan des yz - , la seconde au plan des xz , et 
la troisième au plan des x y : leur ensemble a lieu pour 
le point A , origine des coordonnées , puisque ce point 
est leur commune intersection. 

4o. Au moyen de ce qui précède, il est facile d’ex- 
primer la distance de deux points dont on Connaît les 
coordonnées. (fig. 19 ); car soient m, M , ces deux points, 
dont les coordonnées seront x, y, z\ x' , y' , z' \ si, par le 
premier , on mène une ligne droite mQ' parallèle au plan 
des xy , et terminée à l’ordonnée MM', on aura 

Mm = MQ' -f • mQ' • 
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MQ> est égale à M'M — mm', ou à z' — z\ mQ' égale 

M'm' . Si , par le point m' , on mène m'Q parallèle à l’axe 

des x, M'Q sera y' — y ; m'Q sera x ' — x, et l’on aura 

• ® 

M'm* = M'Q * 4 - m' Q'=(y—>y'Y + ( x — x' )\ 

En substituant ces valeurs , il viendra • 

Mm =(z — .z'y+M’m 1 =(z — ~')’+(v— j') 1 + 0 * — X 'Y- 

Nommant donc D la distance cherchée , on%ura 



B — \/ (x — x'y + (r —y'Y + C * — Y ■ 

C’est l’expression de la distance de deux points quelconques 
de l’espace. 

On peut remarquer , dans cette expression, que x' — x, 
y' — y , z' — z , sont les projections de la droite D sur les 
trois axes des x, y , z\ d’où résulte ce théorème : Le carré 
d’une portion quelconque de ligne droite est égal à la 
somme des carrés de ses projections sur trois axes rectan- 
gulaires. 

Si le point m coïncide avec l’origine A des coordonnées , 
la formule précédente devient # 

B = [Sx 1 ' -Yy" + z”- 

C’est la distance d’un point quelconque de l’espace à 
l’origine des coordonnées (fig. 20) : en effet, les triangles 
AMM' , AM' P, étant rectangles , l’un en M' , l’autre 
en P, donnent 

MÜ -MM'* -pÂM' *=MM*+Wp'-\- ~AP % -z'+y’+x>, 

• • . * •* - * „•' 

comme nous venons de le trouver. 

O11 voit par ce résultat que le carré de la diagonale d un 
parallélipipède rectangle est égal à la somme des carrés 
de scs trois arctes. 
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4i. Maintenant que nous savons exprimer la position 
des points dans l’espace , cherchons la relation qui doit 
exister entre les coordonnées d’une suite de points, pour 
qu’ils soient situés en l^gne droite. 

Pour cela , il suffit de remarquer que , si plusieurs points 
sont en ligne droite' dans l’espace , leurs projections sont 
aussi en ligne droite sur chacun des plans coordonnés. 

Eni effet, la projection d’un point sur un plan est le 
pied de la pe^iendiculaire menée du point sur ce plan : 
si plusieurs points sont en ligne droitç, cetfe droite est 
dans un même plan avec les perpendiculaires menées de 
ses points , et par conséquent les pieds de toutes ces per- 
pendiculaires sont sur une même ligne droite. 

Ce plan qui contient toutes les perpendiculaires menées 
des divers points de la droite , se nomme plan projetant , 
et son intersection avec le plan coordonné est la projection 
de la droite. 

Une droite est déterminée quand on connaît deux plans 
qui la contiennent ; elle le sera quand on connaîtra deux 
de ses plans projetans ; or , ceux-ci sont déterminés 
quand on a les projections par lesquelles ils passent : ainsi 
tnie droite est déterminée quand on connaît ses projec- 
tions sur deux des plans coordonnés. Par conséquent , les 
équations de ces projections sur les plans des xz et dr.syr 
étant 

x—a **-+-« y — b z + g , 

leur ensemble fixe dans l’espace la position de la droite; si 
elle passe par l’origine , a et ,3 seront nuis. 

Ces considérations sont faciles à vérifier. En effet , 
l’équation 

x = az*\- a 

exprimant une relation indépendante de y , n’appartienl 


Digitized by Google 




PRÉLIMINAIRES. v v 43 

pas seulement à la ligne droite qui est la projection de la ' 
proposée sur le plan des x et z , elle convient aussi à tous 
les points du plan mené perpendiculairement à celui des 
x et z par cette projection , puisque , pour ces points , la 
relation des x et z est encore la même. 

Semblablement , l’équation 

y=bz + / 3 , 

lorsqu’on la considère à part rf a lieu , quelles que soient 
les valeurs de x , puisqu’elle est indépendante de cette 
variable : elle n’appartient donc pas seulement à la projec- 
tion de la droite proposée sur le plan des y et z, elle con- 
vient au plan projetant mené par cette projection. 

Par conséquent , le système des deux équations 


x=az-\-a. y — b z 8 


signifie que la droite proposée se trouve en même tems 
sur deux plans donnés , et voilà pourquoi leur ensemble 
détermine sa position. On voit aussi par là que les va- 
riables x , y, z , de ces équations , expriment les coor- 
données des points de la droite , coordonnées qui doivent 
avoir entre elles les relations déterminées par ces équa- 
tions. w 

La droite étant ainsi particularisée , sa projection sur 
le troisième plan doit résulter de ces données. En effet , 
en éliminant z entre les deux équations précédentes , on 
trouve 



y — P 

b 


ou y — fi=z 



Les coordonnées x et y, qui entrent dans le résultat, 
appartiennent aux points de la droite ; elles indiquent 
le lieu où tombent les perpendiculaires abaissées de ces 
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points sur le plan des xy. La suite de ces coordonnc'es 
forme donc la projection de la droite ; et la relation qui 
existe entre leurs valeurs montre que cette projection est 
elle-même une ligne droite , ou , ce qui revient au 
même , c’est l’équation du plan projetant. 11 est visible 
que cette équation , avec une des précédentes , suffirait 
aussi pour caractériser la droite. 

Il suit de là qu’il faut , en général , deux équations 
pour fixer la position d’une droite dans l’espace , et ces 
deux éqriations sont celles de’ deux plans sur lesquels la 
droite se trouve. 

Lorsque a , b , « , fl , sont connues, les équations 

xt=as -f- a 

y—bz+$ 

ne laissent qu’une des variables indéterminée ; on peut 
donc alors se donner les valeurs de cette dernière , et les 
équations feront connaître les valeurs correspondantes des 
deux autres; on pourra donc obtenir les coordonnées d'un 
nombre quelconque de points situés sur la droite. 

A ce procédé analytique répond une construction géo- 
métrique fort simple. Si l’on construit les deux projec- 
tions de la droite sur ceqp des plans coordonnés où elles 
se trouvent, ce qui est facile, ces projections tiendront 
lieu de leurs équations ; alors , en prenant à volonté 
une des coordonnées , elles feront connaître les deux 
autres. 

Soient , par exemple , A"'M"' , A" M" , ces deux pro- 
jections ( fig. 21 ) : si l’on prend à volonté^ z =r AR , 
que , par le" point R , on mène RM H , RM'", parallèles 
aux axes des x et des y , et que des points M" , M'" , 
on mène les ordonnées MH P , M'"Q , les lignes AP , 
AQ , seront les valeurs de x et de y correspondantes à 
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* = AB. Menant PM' QM ‘ , respectivement parallèles 
aux axes AY , AX , les points M' , MH , il/'", seront les 
trois projections du point cherché sur les plans coor- 
donnés. 

De même, si l’on donnait d’abord x=AP, on aurait 
ensuite 

PMn=z, 

et , achevant la construction comme précédemment , on 
trouverait 

• e , * * V 

La construction serait la même , si l’on employait la pro- 
jection de la droite sur le plan des xy , avec une des 
deux précédentes. 

Lorsqu’une droite estlituée dans un des plane coordon- 
nés , sa projection sur les deux autres se confond avec les 
axes eux-mêmes. Si , par exemple , elle se trouve dans le 
plan des xz , on a 

b — o /3 — o, 

et ses équations deviendraient 

y— o x —az -J- a. 

La première exprime que la projection de la droite sur le 
plan des yz se confond avec l’axe desr, et la seconde repré- 
sente sa projection sur le plan des xz , laquelle se con- 
fond dans ce cas avec la droite elle-même. 

La recherche des coefficiens a , b , a , p , d’après des 
condrtions données , et la combinaison des lignes droites 
qui en résultent , donnent lieu dans l’espace à des- ques- 
tions analogues à celles qui se sont présentées à nous en 
deux dimensions , et leur résolution n’est pas d’une 
moindre utilité : nous allons les discuter successivement. 
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4a. Mais, auparavant , nous ferons une remarque im- 
portante ; c’est que les procédés dont nous venons de 
faire usage peuvent également servir à indiquer la succes- 
sion des points d’une ligne courbe quelconque située 
d’une manière quelconque dans l’espace. En effet , il 
suffit que l’on connaisse les projections de cette courbe sur 
deux des plans coordonnés , pour qu’elle soit déter- 
minée entièrement; or, ces projections elles-mêmes sont 
des lignes courbes situées dans les plans coordonnés. 
Ainsi , lorsque l’on connaîtra les équations de ces courbes , 
on pourra , pour chaque valeur donnée d’une des va- 
riables x , y , s , trouver les valeurs correspondantes 
des deux autres; ce qui déterminera dans l'espace , sur 
la courbe proposée, le point qui répond à ces valeurs. 
La suite d^e ces points peut fort l*icn n’étre pas de nature 
à être contenue toute entière dans un plan ; et c’est ce 
. caractère qui constitue les courbes que l’on appelle à 
double courbure. 

Et , de même que les projections d’une ligne droite 
sont les traces des deux plans projetans qui la contiennent 
et qui la donnent par leur intersection , Igs deux projec- 
tions d’une ligne courbe quelconque sont les traces de 
deux surfaces cylindriques dont -les arêtes sont’ perpen- 
diculaires aux plans coordonnés , et qui , se pénétrant 
mutuellement dans l’espace , donnent la courbe proposée 
par leur intersection. La dénomination de surface cylin- 
drique est prise ici dans un sens plus général que celu,i 
qu’on lui attribue pour l’ordinaire dans les Ëlémens de 
Géométrie, où on l’ernploie pour désigner une surface 
engendrée par une ligne droite qui* se meut parallèlement 
à elle-même , de manière à passer toujours par un des 
points d’une circonférence de cercle. Ce mouvement 
d’une droite parallèlement à elle-même est ce qui cons- 
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titue en général les surfaces cylindriques ; et c’est la na- 
ture des courbes directrices qui établi des différences entre 
ces surfaces. 

43. Trouver les équations d’une ligne droite qui passe 
par deux points donnés. 

Soient x' , y' , z' , x U , y U , z H , les coordonnées de ces 
points , la ligne cherchée aura ses équations de cette formel 

x =a z -J- a 
y = bz -f jg , 

fl, b, u, jg, étant encore inconnues : pour qu’elle passe 
par les points dont les coordonnées sont a/, y', z ', il faut 
que ces équations soient satisfaites , quand on y met *' 
pour x , y 1 , pour y , z , pour z ; ce qui exige qu’on ail 

x' ;= a z' -f- <* 
y' z=bz’ -f jg. 

Pour qu’elle passe par le point dont les coordonnées sont 
x "i y u i z", il faudra de même qu’on ait 

X 11 = az 11 « 

y" = b zH g. 

Ces équations font connaître fl , ô , a , / 3; et, en substituant 
leurs valeurs dans l’équation de la droite , elle se trouvera 
déterminée. 

En opérant 6ùr ces équations comme sur celles de l’ar- 
ticle 3o , on trouvera 

(*— x , )=a(z— z') x r —xll=a(z'—zll) 

(y~j')—b(z — z 1 ) y'—yilzs=b{z' — z'F) ; 

d’où l’on tire 
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x' — x" 


y_ 


■y 


u 


z' — z 11 z' — z 11 

x' xH , . y'— y// 

7T7 y-y'=7zrji 


Ces deux dernières sont les équations de la droite cher- 
chée ; les deux autres font connaître les angles que font 
avec l’axe des z ses projections sur les plans des xz et des 
yz. 11 est aisé de s’assurer que ces expressions renferment 
les conditions exigées. 

44 • Trouver les conditions nécessaires pour que deux 
droites soient parallèles dans l’espace. 


Soient xs= a z -{-■ t 
y = bz+/3 J 
x = a'z-\- »' 
y = b'z -J- fi 


:} 


les équations de la première , 
celles de la seconde. 


Si ces droites sont parallèles, leurs plans projetans seront 
parallèles, et les intersections de ces plans avec les plans 
.coordonnés, ou , ce qui est la même chose , les projec- 
tions des droites sur chacun d’eux, seront respectivement 
parallèles. Ainsi, pour que les conditions demandées soient 
remplies , il faut qu’on ait 


a — a,' b~ b' , 

et les équations de la parallèle deviennent 

x = a z a' y = b Z -f- fi’ , 

a' et /3' restant encore indéterminées , parce qu’il y a une 
infinité de droites qui sont parallèles à la proposée. 

On peut vérifier ces résultats d’une manière fort simple. 
Si l’on détermine *, a', /3 , /S', de manière que les deux 
parallèles passent par un même point , dont les coor- 
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celles de la seconde. 


•données soient x', y ', z ' , on trouvera qu’elles coïncideront 
dans toute leur étendue. 

45. Trouver l’angle de deux droites dont on a les équations. 

Soient x=az-f- a \ , 

^ z _j_ ^ £ les équations de la première , 

x— a'z-\- «['■> 

y = b'z+fi'$ 

♦ 

Nous remarquerons d’abord qu’il n’en est pas dans 
l’espace comme sur un p|an où deux droites se rencon- 
trent toujours , à moins qu’elles ne soient parallèles. 
Dans l’espace, deux droites peuvent se croiser sous diffé- 
rens angles sans se rencontrer, et leur inclinaison se 
mesure , dans tous les cas , par celle de deux droites qui 
leur seraient respectivement parallèles , et qui passeraient 
p^r nn même point. Menons donc , par l’origine , deux 
droites respectivement parallèles à chacune des précédentes, 
leurs éqttations seropt 

x = az) 

y ^ ^ £ pour la première. 

3C — ‘ Z~\ ® 

, > popr la seconde. 

y = b'z$ 

Prenons sur la première un point quelconque , dont r* 
soit la distance à l’origine; prenons aussi sur la seconde un 
autre point dont la distance à cette même origine soit r" , * 
et nommons 1) la distance de ces deux points entre eux. 
Cela posé dans le triangle formé par les trois droites r', rH 
et D-, l’angle V compris entre les deux premières sera 
donné par la formule 

T J -‘J r r"’ — D* 
cos V= ! — — ; 

2 r' r « 

- * > 

il ne reste plus qu’à déterminer r / , r H et D. , 


/ \ 


Digitized by Google 



5o . PRÉLIMINAIRES. 

Pour cela , x', y', z' étant les coordonnées du premier 
point, on aura, d’abord les équations 

x'z=.az' y'=zbz' r ,% — y la -\- z' 1 . 

Les deux premières signifient que ce point est sur la 
droite , et I4 troisième signifie qne sa distance a l’origine 
en r' . Les valeurs de x' et dey 1 étant substituées dans 
cette dernière , elles donnent 

r ,a =i' 1 {i+a’ + J 1 }, 

et par suite • 


r' 




b r' 


\/ y/ 1 -\-a'-\-b- ^ -à'-\-b^ 

pour le second point, puisqu’il est déterminé par des 
conditions analogues, on aura de même 

x"z~a'z 11 , yH—b'z 11 , r u *= x'^-^-yM 1 -f- z ff * , 
d’où l’on tirera semblablement « 


r //» = z l/% { x + a' 1 +V*} ; 


et par suite , 
r" 


a'r " 


X" 


-,y'ï 


l'r » 


\Zi-j-a'*+b'* v/i+a'*^' 1 o"+b'*' 

On a ainsi les valeurs de r' et de r H : quant à celle de 
Z) 1 , elle a pour expression ( 4 o) 

J)>= (*// - x’Y + (y » — y)’ + ( ** — *')’ , , 

d’où en développant , l’on tire 

r /J -{■ r '/’ — D 1 = 2 | x'x 11 -f- y' y 11 -j- z'zH] . 

Substituant dans ce résultat pour y\ z', xH, y " , z* 
leurs valeurs, on a 

+ ^ + r»’-ü‘ = - a - r> r// i I + c ^ +^l_ 

Vi +a ; 4-è* Vi-t-tf' 3 -!-*' 1 ’ 
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Ainsi , en mettant cette valeur dans l’expression de cos F, 
il vient 

, i-\-aa'-\-bb' 

cos V = — — . 

y/ i-f-a’-fû* \/ 

C’est le cosinus de l’angle formé par deux droites qui se 
croisent d’une manière quelconque dans l’espace. 

Si elles sont perpendiculaires , ce cosinus est nul , ce qui 
exige qü’on ait 

i -j- aa' -J- = o. 

C’est la condition nécessaire et suffisante pour que deux 
droites soient perpendiculaires dans l’espace. 

46. S’il arrivait qu’une des droites fût parallèle à un 
des plans rectangulaires , quelques-unes des quantite's 
a', b' pourraient devenir nullesou infinies. Mais, en 
introduisant directement ces suppositions dans les équa- 
tions des lignes droites , on verrait facilement les valeurs 
que leurs coefficiens doivent prendre ; et ces valeurs , 
substituées dans la formule générale , la modifieraient con- 
venablement pour le cas dont il s’agit ; de sorte que l’on 
aurait ainsi le même résultat que si l’on eût opéré en par- 
ticulier sur le cas proposé. 

Par exemple , si l’une de ces droites est l’axe des z lui- 
même , les équations de cet axe sont 

. x = o y — o. 

■ 

Il faudra donc que les équations d’une des droites, par 
exemple celles de la seconde, qui sont 

x = a' z y — b' z 

s’accordent avec les précédentes , quel que soit z , ce qui 
exige qu’on fasse 

a' = o b' — o, 

La première condition signifie que la droile énlre touta 
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entière dans le plan des yz , puisque sa projection sur In 
plan des xz fait avec l’axe des z un angle dont la tan- 
gente trigonométrique est égale à zéro. La seconde condi- 
tion exprime de même que la projection de la droite sur le 
plan des yz coïncide avec l’axe des z. Or, d’après ce que 
l’on vient de voir , cette projection est la droite elle- 
même, puisque a' estfiul , et il- viendra , en Représentant 
par Z la valeur correspondante F, 

cos Z = — ■ - • 

v/ 1 -f- a‘ -f è* 

C’est le cosinus de l’angle qu’une droite fait avec l’axe des zl 
On trouvera de même , en nommant X et K les angles 
que cette droite fait avec les axes desj et des x , 

v b a 

’ \/i + a* -j- b 1 v/ i -f à 1 -f- bY *■ 

car les équations de l’axe des y sont 

x = o Z — o, 

* * ' 

pour que les équations 

x = a'z y ~ b' z 

s’accordent avec elles, quel que soit .y, il faut que l’on fasse 

— o ou b' infini, a' ne l’étant point , la première con- 
b’~ 

dition signifie que la projection de la droite sur le plan des 
Y Z fait avec l’axe des Z un angle de too grades , dont la 
tangente trigonométrique est infinie. Ou en d’autres termes, 
elle signifie que le plan projetant de la droite sur le plan 
des YZ est le plan des XY lui-même. La seconde condition * 
que a ' ne soit pas infinie, exprime que l’autre projection 
de la droite sur le plan des XZ diffère de l’axe des X, 
et que, par conséquent , l’autre plan projetant de la 
droite n’est pas celui des XX. En effet, en réunissant 
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ces deux conditions, la droite se trouve à-la-foi, s dans le 
plan des XV , et dans un autre plan différent de cel^-ci, 
mais qui contient aussi l’axe des V. Elle ne peut donc 
être que cet axe , puisqu’elle est leur commune inter- 
section. En effet en recommençant le calcul de l’angle V 


avec les équations x = o , s : 
cos Y — ■ 


: o , on trouverait 


♦ vS-f -a'+b' 

De même les équations de Taxe des x soj^t 
jr = o z — o, 

pour faire accorder avec elles les équations de la droite , 
quel que soit x , il faut supposer - — = o , ou a' infini, b' 
ne l’étant point. 

La première de ces équations signifie que la projection 
de la droite, sur le plan des XZ est Taxe des* lui-même, 
et la seconde exprime qjie l’autre plan projetant qui 
contient aussi l’axe des x diffère du plan des yx. 

Si l’on élève au carré les valeurs précédente^le cos X , 
cos Vj cos Z on aura, en les ajoutait, 

corf X -J- cos 1 r+ cos* Z — i. 

Ce qui établit une relation entre les cosinus des angles 
que fait une droite quelconque avec les axes des coordon- 
nées , et cette relation consiste en ce que la somme des 
carrés de ces trois cosinus est égale au carré du rayon. 

47 . Il est facile de vérifier les formules précédentès 
( fig. à3) , car, si d’un point quelconque M , situé sur une 
droite AM qui passe par l’origine, on abaisse les j>er- 
diculaires MM' , MM» , MM" 1 , sur les trois plans 
•donnés, les triangles AMM 1 , AMM", AMM'" seront 
rectangles , le premier en M' , le second en Af//, le troi- 
sième en M" 1 , et ils donneront 






# 


cos Z — 
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' __ MM» 

AM C0S — ~AM 
Or 'MM' , MM», MM"', sont respectivem ent égaux à 
z , y , x ; de plus , AM — t/x 1 -H}' 1 -f- ■z 1, Q* 1 a donc 


v il/.V" 

"” x=- sr 


cos 2 = 


re=. 


• cos Xz 


'A’+.y'-t-z* ^ y , '® , H^y*4" zl 

Le point M étant sur la droite , ses coordonnées sont assu- 
jetties aux équations x~ az , y—bz. En #crtn de ces 
relations , les variables x , y , r , disparaissent des formules 
précédentes f'qui donnent ainsi 


eos Z-. 


\/ x -f- a» à* 


. cos Y =• 


■ cos X : 


\/ 1 -{- a’ ■+■ 

valeurs absolument semblables à celles que nous avons 
trouvées plus haut. . c ■ 

48. 11 est visible que les angles Z , Y,- X sont complé- 
mens des angles MAM' , MAM» , MAM'" , que fait 
la droite AM avec les plans coordonnés , on aura donc 
en nommant ceux-ci V i, U » , V" , 

A . * 


vA+Ss- i 


sin U' =■■ . * ‘ sin U» z 

V i+a’-f-ô* * 


«sin U'"z=- 


cos Z = 


Ce sont les sinus des angles que forme ^ne droite quel- 
conque avec les plans des xy , des xz et des yz. 

4q. L’expression que nous avons trouvée plus haut pour 
le cosinus de l’angle de deux droites, peut se modifier d’une 
manière très-élégante au moyen des résultats précédens. 
En effet , en nommant Z , Y , X , Z' , Y' , X' , les cosi- 1 
nus des angles formés par les deux droites avec les trots 
axes des z , y , x , on a 

b 


V i-f-a’-f-i 

t 


cos 


r= 


cas Z' = — . cos Y'z 

VA-K’-H'* ' 


y 1 ' i-j-o’+ô’ 

y 

V'r+âAp*' 


cos X — 


■ cos X — 



lA+a"-f-ô« 
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Au moyen de ces valeurs , l’équation 
i -f- aa'-j- bb' 


55 


cos Ft= 


V i -f- a 1 -f- b 1 V i-f a'* -f- b'* 

devient 

cos cos X cos X' -f- cos Y cos Y' -f- cos Z cos Z ' , 

et le cosinus d* l’angle des deux droites se trouve ainsi 
exprimé au moyen des cosinu| des angles que forment ces 
' droites avec les trois axes rectangulaires des coordonnées. 

5o. Trouver les conditions nécessaires pour que deux 
droites se coupent dans l’espace , et, lorsque ces condition* 
sont remplies , trouver leur point d’intersection. 
w Soient x = az <* ■* = a’z -j- «•' 

y — bz -f fi yzzzb'z + i î' 

les équations des droites données : si elles se coupent , les 
coordonnées du point d’intersection devront satisfaire aux 
équations de l’une et de l’autre. Ains% en nommant x , ,y\z r 
ces coordonnées , il faudra qu’on ait en même tems 

x' = az' m x' — a'z' -f- x' 

y' = bz' -f- £ y' — b' z‘ -f- fi' • 

Ces quatre équations étant plus que suffisantes pour déter- 
miner les trois inconnues x' , y ' , z ' , conduiront à une 
équation de condition entre les seules quantités a, b; x , fi', 
a', b'\ x', fi', qui détertnirtent la position des droites : en 
effet , en éliminant d’abord x' et y', on trouve 
( a — a') z'- f. « — o ( b — h' ) z '-f- £ — /3' c= o , 

et ensuite , en éliminant z', 

(a — a') {fi — fi') _-(* — «') (b — b')=o. 
C’est la condition nécessaire pour que les deux droites se 
coupent : si elle est remplie , il suffira de considérer trois 
quelconques des équations précédentes , pour avoir les 
-♦aleurs de x J , y , z’ , qui seront 


‘ Digitized by Google 



• Mfr 


56 PRÉLIMINAIRES. 


* 



b&— b' fi 
b — b' ' 


Ces valeurs deviennent infinies lorsque a — a' et b = b', 
alors l’équation de condition est vérifiée , ainsi les droites 
$e coupent , mais leur point d’intersection est infiniment 
éloigné , et il est visible en effet que , dans ce cas , elles 
sont parallèles. 

A l’aide de ces formules^ on peut résoudre toutes les 
questions de géométrie qui ne sont relatives qu’à la ligne 
droite. 

5i. La même méthode servirait en général pour trouver 
les points d’inteçsection de deux courbes dont les projec- 
tions seraient données ; car , ces points étant commuas 
aux deux courbes , leurs coordonnées devraient satisfaire 
à-la-fois aux équations qui les représentent , c’eSt-à-dire 
aux équations de leurs projections. Cette considération 
donnera généralement quatre équations entre les trois 
variables x\y', z ' , c’est-à-dire une de plus qu’il n’en faut 
pour les déterminer. Ainsi , en éliminant ces variables , 
on parviendra à une équation de condition qui devra être 
satisfaite pour que les deux courbes puissent se couper , 
et cette équation exprimera les relations qui doivent exister 
pour cet objet entre les quantités constantesqui déterminent 
la forme des deux courbes et leurs positions dans l’espace. 

Quoique la méthode exposée dans ce numéro soit exacte, 
elle a besoin de quelques développernens.EIle donne bien la 
condition nécessaire pour que deux’courbes se rencontrent 
dans l’espace , mais on n’y a pas eu égard au nombre des 
points d’intersection. 

Soient x = <p (z) y=^(z),. 

Jes deux équations des projections de la première courbe, et 
x — <p' (z) y = (z) , 


Digitized by Google 


PRÉLIMINAIRES. 5 7 

celles de la seconde, les caractéristiques tp, ■>)/, <p', ■<}/, dési- 
gnant des fonctions quelconques des a; ces quatre équations 
devront subsister en même tems pour les points d’intersec- 
tion des deux courbes : cette considération donne d’abord 

(,) *0 0=^W*r = f Wi 00 

en éliminant z entre les deux derniers, on aura l’éqùation 
de condition dont noqs avons parlé, les équations (i) et (a) 
seront toutes deux satisfaites pour une même valeur de z , 
et les courbes auront un point d’intersection. 

Mais, généralement, cette considération i^e dopnera aux 
équations (i) et(a) qu’une racine commune, il n’en résultés» 
donc en général qu’un seul point commun : si l’on voulait 
que les deux courbes en eussent deux, il faudrait donner 
aux équations en z deux racines communes, ce qui se ferait 
en supprimant l^jpremicr facteur commun, et en cherchant 
les conditions necessaires pour qu’elles en eussent encore 
un autre après cette préparation. Généralement, il faudra 
établir entre les équations autant de racines communes que 
l’on voudra avoir de points d’intersection entre les deux 
courbes; de sorte qu’il y aura définitivement autant d’équa- 
tions de condition que de points d’intersection. 

Pour représenter ces conditions par la géométrie , il faut 
• considérer que les valeurs de z qui satisfont à l’équation (i) 
donnent les points qui peuvent être communs aux projec- 
-tions des deux courbes sur le plan des xz , ou plutôt elles 
font connaître les ordonnées z qui leur appartiennent. 
L’équation ( 2 ) exprime une condition analogue pour' les 
projections relatives au plan d esjz. Mais cela ne suffit pas 
encore pour que les ,deux courbes se rencontrent dans l’es- 
pace. Il faut que les points où les projections se rencontrent 
Correspondent à un même point de l’espace , c’est— à— dire 
qu’ils se trouvent deux à deux sur un même plan projetant. 
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Du Plan. 

52. On a vu plus haut qu’une ligne courbe est carac- 
térisée lorsque l’on a une équation qui exprime la relation 
qui doit exister-entre- les absrisges et les ordonnées de cha- 
cun df ses points : il en est de même des surfaces ; leur 
nature est déterminée quand on a une équation entre les 
coordonnées x,y , z des points que leur appartiennent ; 
car , en se donnant à volonté les valeurs de deux de ces 
variables, l'équation fera connaître la valeur de la troi- 
sième , et le point dont elles seront les coordonnées sera 
sur la surface , et non ailleurs. 

Si , par exemple , on se donne des valeurs de x et de y 7 
que nous représenterons par 



en prenant sur les axes des x et des y APx= a, AQ = b T 
et menant les parallèles PM', QM\ à ces axes , on déter- 
minera le point M', qui sera la projection du point cher- 
ché sur le plan des x , y ( fig. 18 ) ; l’équation , donnant 
ensuite la valeur correspondante de s , détermine la lon- 
gueur de l’ordonnée M' M 4 et par conséquent la position 
du point M de la surface. ^1 suit de là qu’une équation 
entre trois variables x , y , r, représente une surface, .de 
même qu’une équation entre deux variables représente une 
ligne; et l’on dit que la surface est continue ou discon- 
tinue , suivant que toutes ses parties sont ou ne sont pas 
assujetties à une même équation. 

53. Cela posé, cherchons la relation qui doit exister entre 
les coordonnées x, y, z, pour que cette surface soit un plan. 

La manière la plus simple de concevoir la génération 
d’une surface plane, c’est* de la regarder comme le lien 
de toutes les perpendiculaires menées à une meme droite 
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par un de scs points. Soient x', les coordonnées de 

ce point , on aura 

x ^ û (~ z pour les équations de la droite. 

y — y = b ( z — *' )’ 

Celles d’une droite qui passera par le même point, seront 

x • — x' = a' ( z — z' ) 
y — y' — V (* — z') ; 

et , si cette droite est perpendiculaire à la précédente , on 
aura ( n°. 4-5 ) 


i -J- uu' -f- bb' = o ; 

a' et b f sont constantes pour une même perpendiculaire , 
mais variables d’une perpendiculaire a une autre. Si donc 
on met dans la dernière équation, pour ces quantités, leurs 
valeurs en x, y, z tirées des deux précédentes , le résultat 
n’indiquera plus laquelle des perpendiculaires on a consi- 
dérée ; il n’appartiendra par conséquent à aucune d’elles 
en particulier , mais il exprimera une relation, qui leur 
convient à toutes : cette relation sera donc celle qui doit 
exister entre les coordonnées du plan qui les contient. 
L’élimination donne 

r-i'+a(a:-*')+4(r-j')= 0 i * 

et, comme les quantités a, b, quiaBrininent la position 
de la première droite, sont absolument arbitraires, ainsi 
que x', y' , z', cette équation peut servir à représenter un 
plan quelconque. 

En y faisant x = o y o , 
elle donne z == z' -}- ax' -(- by ' . 


C’est la valeur de l’ordonnée^Cdu plan à l’origine (fig. 24 )* 
En la représentant-par c, l’équation du plan devient 

z -J- Sx -f- by — c — o 

et l’on voit qu’elle est linéaire par ra.pport aux variables 
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zc, y, s. Elle /enfer^b trois coefficicns constans et arbi- 
traires a, b, c, parce qu’il faut en général trois conditions 
pour déterminer la position d’un plan dans l’espace. Si 
c = o , le plan passe par l’tfrigine même des coordonnées. * 

En faisant y == o, on aura l’intersection CD du plan 
avec celui des xz, (fig. 24) car c’est la propriété commune 
à tous les points qui y sont situés. 11 viendrâ ainsi 

y ~ o z ax — ce=o 

pour les équations de cette intersection : la première ex- 
prime que sa projection sué le plan des xy , est l’axe des 
x lui-même; et cela doit être ainsi, puisque cette inter- 
section est toute entière dans le plan des xz . La tangente 
trigonom étriqué de l’angle que celte droite forme avec l’axe 
des x , est représentée par — a ( n°. 28 ). 

E11. faisant de même -x = o, on obtiendra l’intersection 
CD' du plan avec celui des^z, et ses équations seront 

* = 0 z -f- by — c = o. ^ 

La tangente trigonomélrique de l’angle que cette ligne 
forme avec l’axe des^, est représentée par — b. 

Enfin , en faisant z — o, on obtiendra l’intersection 
DD' du plan avec celui des xy , et elle aura pour équations 

z Jfr ax by — c == o. 

Ces intersections se nomment aussi les traces du plan. 

Considérons d’abord les deux premières : en y suppo- 
sant y — o, x = 0, elles donnent toutes deux pour z la 
même valeur z — c. Ces droites passent donc toutes deux 
par un même point C de l’axe des Z , llordonnée AC de 
Ce point étant égale à c. 

Les projections de la droite à laquelle le plan e$^ per- 
pendiculaire, ont pour équations* 

t 

x — ;*' = <»(«-— z' ") m. y — y' ~ b ( s — s ). 
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En lés comparant avec celles des traces mises sous la forme 

¥ 


x — 

i 




on voit ( n°. 32 ) qu’elles leur sont respectivement perpen- 
diculaires , d’qù il suit que , lorsqu’un plan est perpen- 
diculaire à une droite dans l’espace ,, les projections de la 
droite sont perpendiculaires aux traces du plan : c’ejt ce 
qu’il est facile de démontrer par la géométrie. Car , si 
une droite est perpendiculaire à un plan , les plans pro- 
]etans de cette droite sont perpendiculaires à ce plan et 
aux plans coordonnés : ils sont par conséquent perpendi- 
culaires aux traces du plan proposé. Ces traces doivent 
donc êtne aussi perpendiculaires aux intersections des plans 
p’rojetans avec les plans coordonnés , c’est-à-dire aux pro- 
jections de la droite. 

En faisant z — o dans les équations des traces CD , CD' 
relatives aux plans des xz et des yz , elles donnent 


z = o y = o x = — pour la première ; 

c 

z-= x ~o y — pour la seconde. 

Ce sont les coordonnées des points 1 ) , ü' , où ces traces 
coupent les axes des a: et des_^; et ces coordonnées satisfont 
aux équations de la troisième trace DD' , qui sont 

2 = 0 ax -\~by — c— o, 

parce que cette trace passe par les points d’intersection des 
axes AX , AY , avec les deux autres traces. 

On peut aussi parvenir à l’équation du plan’en le con- 
cevant engendré parle mouvement d’une des traces , qui 
glisse sur l’autre en restant parallèle à elle-même ; car , 
«oient 



m 
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y zx o f z ax — c =z o les équations de la trace CD. stl? 

le plan des xz , 

, x szz o j z -f- by — c = o celles de la trace CD' sur le 
^ plan des yz. 

C’est la forme la plus générale qu’elles puissent avoir, puis- 
qu’clles doivent se couper sur l’axe des z. Si la seconde se 
mcut 4 parallèlement à elle-pnêmc , elle aura , dans une 
quelconque de scs positions EF , des équations de cette 
forme 

* = «t z -\~by — /3 = o , 

je et / 3 étant constantes pour la même position , êt variables 
d’une position à l’autre. La première de ces deux équations 
indique que la droite reste toujours parallèle au ptan des 
yz ; la seconde , que sa projection sur ce plan est parallèle 
à la trace donnée. 

En faisant^ = o , on aura le point E , où la trace , dans 
sfln mouvement , rencontre le plan des x et z ; ses coor- 
données seront 

ar = * z=/3. 

« Pour que ce point d’intersection se trouve sur la tracé 

CD , il faut qu il y ait entre ses coordonnées la relation 

z ax — à — o 

exprimée par l’équation de cette trace ; ce qui. établit entre 
et et fi la condition 

fi — f- U et C zx o. 

, ' I 

Ainsi , dans toutes les positions de la droite génératrice , 
il existe entre les coordonnées d’un quelconque de ses 
points , les équations suivantes : • 

. • - < 
a? = » z -\-by — (3 = o -fi-\~ au — e r= ©. 

, . 

« 

‘ . » 

\ 
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Si l’on élimine entre elles a et / 3 , (fo obtiendra un résultat 
indépendant de ces quantités , qili, convenant toujours aux 
points situés sur la droite génératrice , et n’étant plus par- 
ticulier pour une de ses positions, appartiendra au plan 

qu’elle décrit. Cette élimination donne 

• 

z -j- ax + iy — c — o 

pour l’équation du plan ; ce qut s’accorde avec ce que notu 
avons trouvé plus haut. 

54. Oq voit aussi , par cette méthode, qtte l’équation du 
plan restera toujours du premier degré, par rapport aux va- 
riables x, r, z , lors même que ces variables représenteraient 
des coordonnées obliquas, car quelle que soit l’inclinaison 
des coordonnées , les équations des deux droites généra- 
trices seront toujours du premier degré en z (n°. a5), 
et le raisonnement , par lequel l’équation du plan se déduit 
de ses traces , sera toujours le même, dans tous les cas. 

55. Les deux exemples précédens , quoique fort simples,, 
suffisent pour faire concevoir comment on peut trouver en 
général l’équation d’une surface , lorsqu’on sait qu’elle peut 
être erfgendrée par une ligné courbe qui glisse sur un» 
autre ligne suivant des conditions données. 

En effet , pour qu’une des deux courtes puisse être con- 
sidérée comme mobile , il faut que sa position ne soit pas 
complctteinent déterminée. Il est donc nécessaire qu’il 
entre dans son équation quelque constante arbitraire qu^ 
puisse prendre différentes valeurs relatives à ses différentes 
positions. Telles étaient dans le problème précédent , les 
quantités a et g, qui dépendaient de la position de la droite 
génératrice. 

/ Or , dans chaque position des deux courbes, ’il existe 
une équation de condition qui doit être satisüûte pour 
qu’elles puissent se rencontrer ( 11 °. 5i ) ; et cette équation 
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indique les rapports q»fl doivent exister pour cet effet entre 
les quantités constantes qui déterminent leurs positions res- 
pectives. Si on laisse subsister cette équation de condition , 
et qu’on en chasse deux de ces quantités constantes par la 
substitution de leurs valeurs en fonction des variables 
x , r tirées des équations des deux courbes , le résultat,’ 

dégagé de ces constantes, deviendra indépendant de la 
* position particulière que l’oîi avait considérée d’abord : il 
appartiendra donc à tous les points de l’espace, dont les 
coordonnées x , y, r sont telles , qu’ils se trouven^sur l’une 
ou l’autre des deux courbes , lorsque ces courbes sont 
placées de manière à pouvoir se rencontrer. 

Si les deux équations de la corurb^nobile ne renferment 
que deux constantes arbitraires , telles que a et /3 dans le 
problème précédent , l’équation de condition , débarrassée 
de ces constantes par l’élimination , ne contiendra plus que 
les variables x, y, z et des quantités connues : elle repré- 
sentera par conséquent une surface engendrée par la courbe 
mobile. • « 

Mais si les deux équations de cette courbe contiennent 
plus de deux constantes arbitraires , on ne pourra pas , en 
général les chasser toutes à-la-fois de l’équation de condi- 
tion : par conséquent le résultat en x,y,z donnera autant de 
surfaces différentes que l’on pourra donner de valeurs aux 
constantes arbitraires qui n’ont pu être éliminées. 

# Ainsi, dans ce cas, . l’équation finale représentera une 
suite de surfaces , ou le lieu sûhde dé tous les point% de 
l’espace qui peuvent se trouver sur la courbe généiatiice 
dans son mouvement. 

Cela serait arrivé , par exemple , dans le problème pré- 
cédent , si les quantités a et b , qui déterminent la direction 
de la droite génératrice , eussent pu être quelconques , au 
lieu de rester constamment les mêmes. Alors la généra- 
trice, au lieu de rester parallèle à elle-même , aurait 


/ ' 
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pu prendre toutes les directions possibles autour de chaque 
point de la droite fixe ; et de là serait résulté , non pas une 
surface plane , mais un solide qui aurait compris tous les 
points de l’espace , et se serait étendu à l’infini dans tous 
les sens. 

56. Afin de rendre les calculs symétriques , nous met- 
trons l’équation du plan sous cette forme : 

Ax -J- By -f- Cz -+-Ê = o , 

qui n’est pas plus générale que la précédente avec laquelle 
elle coïncide lorsqu’elle est divisée par C : c’est l’équation 
complette du premier dègré entre trois variables. 

57 . On peut reconnaître à posteriori et d’après la 
nature de cette équation , qu’elle appartient à une sur- 
face plane^ car une ligne droite menée par deux points 
quelconques pris sur cette surface , coïncidera avec élle ‘ 
dans toute son étendue. En effet, les équations de cetta 
droite seront de la forme 

> . 

CC ■ ■ ■■ . O Z -f - ot 

y = bz -f- j8. 

Soient x * , y', z 1 les coordonnées d’un des point-qu i y 
sont situés : ces coordonnées auront entre elles les relations 
exprimées par les équations précédentes , c’est-à-dire 

x' = as’ x 

y = bz 1 4 . fi. 

Mais , de plus, si ce point se trouve aussi sur la surface 
qui a pour équation 

Ax -f- By Cz y B = o , 

il faudra que ses coordonnées satisfassent aussi à cettp 
•quation ; en sorte qu’on ait 

Ax' 4 . By + Cz' -f D = o , 

5 
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ou on mettant pour x' et y' leurs valeurs az'-\-* , bz' - f-£, 
( Aa + Bb + C ) z' 4 . Am + B r î + 1) = o. 

C’est l’équation de condition nécessaire pour que la droite 
ait un point de commun avec la surface dont il s’agit. 

Soient de mémo x*, y " , z ’’ les coordonnées d’un autre 
point commun h la droite et à la surface , on en tirera 
encore la condition 

{Aa 4 - Bb + C) z" - 4 - Au + B/3 + D = o. 

Cette équation ne peut pas subsister en même tems que la 
précédente , à moins qu’on n’ait séparément 

Aa -|- Bb -J- C = o Ak -f- Bp 4 - D = o. 

Ce sont les équations de condition nécessaires pour que la 
droite ait deux points communs avec la surface. 

Mais si les valeurs des coefficiens a , b , a. , £*, sont telle» 
que ces deux conditions soient satisfaites, tous les autres 
points de la droite lui seront aussi communs avec la sur- 
face ; car, soient x'", y" 1 , z’" les coordonnées d’un quel- 
conque de ces points, pour qu’il se trouve aussi sur la sur- 
face, il faut qu’on ait 

{Aa + Ub -f- C) z"’ -f A* + B” + D = o. 

Or cette équation est satisfaite d’elle-même en vertu de» 
deux précédentes , et par conséquent le point dont il s’agit 
est réellement commun à la surface et à la droite. 

Ce résultat étant général , il s’ensuit que toute droite 
qui aura deux points communs avec la surface dont 
l’équation est 

A± + Br-f Cz + I) = o, * 

coïncidera avec elle dans toute son étendue , et par consé- 
quent cette surface est plane. 

58. Kn faisant y = o, on a 

Ax 4* 4~* A) • — o 
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pour l’équation de la trace CD sur le plan des xz (fig. 24) ' 
si le plan proposé est perpendiculaire au plan desj-,z, cette 
trace devra êtrG parallèle à l’axe des son équation sera 
par conséquent de la forme z — constante, ce qui exige 
que A soit nul ; l’équation du plan devient alors 
By Cz-\-D = o, 

et n’est plus qu’entre z et y ,• ce qui s’accorde avec ce que 
nous avons vu dans le (n°. 40 - 

On trouverait de même que , si le plan proposé est 
perpendiculaire à celui des xz , on doit avoir B— o , parce 
que sa trace sur le plan des yz devient parallèle à l’axe 
des y. Ainsi 

Ax -f- Cz D =z o 


est l’équation d’un plan perpendiculaire à celui des xz. 

Enfin , pour que le plan soit perpendiculaire à celui des 
xy, il faut qu’on ait C—o\ ce qui donne pour son équation 
Ax -f- By -f i = o. 

11 est aisé de voir que ces différentes formes résultent de 

, ' : . a b . . 

ce que les quantités — 3 — , représentent les tan— 

KJ C/ * 

S 

gentes trigonoinétriques des angles que forment avec les 
axes des x et des y les traces du plan proposé sur ceux 
des xz et des yz. 

Nous nous proposerons relativement au plan une suite 
de questions analogues à celles que la ligne droite nous a 
présentées. 

5 g. Trouver les équations d’un plan qui passe par trois 
points donnés. 

.Soient x', y', z' , x ", y", z 11 , x 1 ", y'", z"’, les coordon- 
nées de ces points , l’équation du plan cherché sera de 
cette forme 

> Ax By Cz -t- D = o ; 


% 
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et , puisque les points donnés doivent y être compris , il 
devra exister entre les coefliciens A, B, C, D, les relation* 
suivantes : 

Ax' -j- By + Cz’ -f- 1) = o 
Ax» + By» 4- Cz» 4- ü = o 
Ax 1 " 4- By 1 " 4- Cz"' 4- B = o. 

Ces trois équations , qui sont du premier degré par rapport 
aux coordonnées des points proposés , donneront pour A , 
B , C , des expressions de cette forme 

A = A'Ü B = B'I) C = CD , 

* # * 

A\ B', C', étant fonctions de ces coordonnées. En subs- 
tituant ces valeurs dans l’équation du plan, 1) disparaîtra , 
et l’on aura 

A'x -f- B'y 4 - Cz 4-i = o, 

\ 

résultat qui satisfera aux conditions demandées. 

6o. Trouver l’intursection de deux plans. 

Soient 


A x 4 - B y 4 - Cz4P=o 
A'x 4- B'y + C'z 4- D'= o 


|les équations de ces plans i 


elles devront avoir lieu en même teins pour les points 
qui sont communs aux deux plans. On pourra donc dé- 
terminer ces points en combinant les deux équations pré- 
cédentes. 

4 t 

Si l’on élimine entre elles une des variables , z par 
exemple , le résultat 

{AC — A’ C) x+(BC'—B'C) j4- ( DO — WC) = o , 

appartiendra à une ligne droite - Y et , comme la relation 
qu’il exprime a lieu seulement entre les coordonnées x 
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et y des points situés sur l’intersection commune des deux 
plans , cette ligne sera la projection de cette intersection 
sur le plan des xy. 

On prouvera de la même manière que , si l’on élimine 
y ou x entre les équations des deux plans , le résultat 
appartiendra à la projection de l’intersection sur le plan 
des xz ou des yz. 

61. Généralement, pour trouver les joints d’intersec- 
tion de deux surfaces quelconques , il faudra dire que 
leurs équations , qui sont en * , y , z , ont lieu en même 
tems ; et, en éliminant entre elles x ou y ou z , les équa- 
tions que l’on obtiendra, et qui seront entre deux variables, 
seront celles de la projection de l’intersection des deux 
surfaces sur les plans des_y.z , des xz ou des xy. 

Si l’on avait ainsi trois équations entre les trois va- 
riables x, y, z , et que ces équations dussent subsister en 
même, tems , c’est-à-dire être satisfaites par les mêmes 
valeurs de ces variables , il faudrait encore employer 
l’élimination pour les obtenir. Ces valeurs seraient donc 
complettement déterminées; et comme elles arppartien— 
.draient à— Ia-fois aux trois équations ou aux trois surfaces , 
elles représenteraient évidemment les coordonnées du point 
ou des points dans lesquels ces surfaces se coupent. 

Tout ceci n’est que la généralisation de ce que nous 
avons remarqué plus haut , relativement à la combinaison 
des formules analytiques qui doivent avoir lieu simultané- 
ment. Le résultat de l’élimination donne tout ce qui peut 
être commun aux formules que l’on a combinées. 

62. Trouver les condititftis nécessaires pour que deux 
plans soient parallèles entre eux. 

Soient 

six -j- By + Ce -f- ü = o. A'x *f- B 1 y -f- C'z -f- D' =0 
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1 es équations de ces plans ; s’ils sont parallèles, leurs in- 
tersections avec les plans coordonnés seront respectivement 
parallèles : en faisant successivement x o, y = o, z— o , 
pour avoir les équations de ces traces , on trouve, pour les 
conditions demandées ( n°. 3i ) , 

A A' A — — A— A' . 

~C O C O ~B~~ TP * 

et l’on voit que deux quelconques d’entre elles comportent 
la troisième. 

63. Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite 
soit parallèle à un plan. 

Soient * = or + « I . , . ,,,. 

, > les équations de la droite , 

yz=bz + 0 f 4 

Ax -J- By -f- Cz-\- 1) ~o l’équation du plan. 

Par l’origine des coo^lonnécs , menons une droite et un 
plan respectivement parallèles , leurs équations seront 

x ~ az Ax -f- By -f - Cz =zz o. 
y — bz 

Pour que les conditions demandées soient remplies , il 
faut que cette droite , qui a un point de commun avec 
Je plan , coïncide avec lui dans toute son étendue : l’équa- 
tion du plan doit donc être satisfaite, quelle que soit z , 
par les valeurs de x et dey, tirées des équations de la 
droite; ce qui exige qu’on ait 

Aa Bb — C » o. 

C’est la condition nécessaire pour qu’une droite soit paral- 
lèle à un plan. 

64- Trouver les conditions nécessaires pour qu’une droite 
soit perpendiculaire à on plan , et donner l'expression de 


Digitized by Google 


PRÉLIMINAIRES. 7 * 

la distance du plan à un point quelconque de la perpendi-s 
culaire. 

Soient * = 1 , . , . . . 

> les équations de la droite : 
y = bz -(- S l 

Az+By+Cz + U = o celle du plan. 

Pour que les conditions demandées soient remplies , il 
faut (n°. 53) que les projections de la droite soient perpen- 
diculaires aux traces du plan : or , en faisant successive- 
ment y — o , x = o , dans l'équation qui le représente , 
on trouve 

Ax + Cz -j- D = 0 , 

•quation de la trace sur le plan des vz , et 

By 4- Cz -f- D = o , 

équation de la trace sur le plan des yz. • 

Pour que ces droites soient perpendiculaires aux précé- 
dentes , il faut qu’on ait ( n°. 3a ) 

. , . 

A = aC B — bC ; 1 1 

ce sont les conditions demandées. 

Si la perpendiculaire passe par un point dont les coor- 
données soient x', y', z ’ , ses équations deviendront 

x — x’ — a{z — z') (> . 

y —y = b {z—z‘}. 

Pour trouver le point où elle rencontre le plan , il faudra 
combiner ces équations avec celles" du plan , que , pour 
plus de commodité, nous mettrons sous la forme ^sui- 
vante 

A (x — x') B (y — y') -f C (z — z') + D' = o. 
En faisant 

D 1 =JD +Ax' + By' + Cz\ 
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alors l’élimination donne 


z — z 


X x’ — ■ 


Ao Bb C 
aD' 


Ao. -f- Bb C 

, bD' 

y—y'—— Aa+m+ C ’ 
ou , en substituant pour a, b , leurs valeurs —, — , qyi 
résultent cle ce que la droite est perpendiculaire , 

r- 

CD' 

* — A * + b* +C* 

. 1 1 î 

AD' 


x — x 


m 


A‘ + B> + C* 

BD' 

- , . , ^ -f A* + é> 5 

x, z, sont les coordonnées du point d’intersection. 
Sa distance à celui dont les coordonnées sont x' , y' , z ' , 
sera ( n°. 4o ) 


v/ ( x — x' ) u -f* (y — y'Y *+• (y — «')’• 

C’est la portion de la perpendiculaire cherchée : en la re- 
présentant par P, on aura 

D ' 

p r » 

et , en remettant pour JP sa valeur 

p _ P + Ax’ + By’ -f- Ce 7 
\/ A‘ + B* -f C % 
m. Trouver l’angle de deux plans. 


d0 
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Soient 


A x -f- B y -f- C z -f- D — ol - . . , , 

4’x+By + C; + »= o I e ’ nat,0 “ dt "* P 1 ""'- 

Menons à chacun d’eux une droite perpendiculaire , 
l’angle de ces droites est le meme que celui des deux plans. 
Les équations de ces droites étant 

x = az -f- « xz= a! z -f- et' 

y = bz -f 0 J — b'z 4- fl',, 

il faudra , pour qu’elles soient perpendiculaires aux plans , 
qu’on ait 

A z=a C B — b C 

A'=a'C’ B'—b'C'. 

• f 

L’angle des deux droites, ou, ce qui revient au même , 
'celui des deux plans, étant désigné par V , son cosinu* 
sera ( n°. 45 ) 

î + aa' -j- bb' 

c»® y — —j ■ , . » 

. i _|_ a’ _(_ ô* v i -|- a ,J -f - b'* 
ou , en mettant pour a, a ', b, b', leurs valeurs, 


cos V =- 


AA '- f BB' -JrCC' 

B 7 + C* \/A"+ B'‘+ 


Cette expression est indépendante de D et de D', parce 
que ces quantités, qui expriment les ordonnées à l’ori- 
gine , n’influent pas sur l’inclinaison des plans. 

Si les deux plans sont perpendiculaires l’un à l’autre, oh 
doit avoir cos V o ; ce qui donne 

AA' -f BB 1 -f CC'tzzo. 

C’est la condition pour que deux plans soient perpendicu- 
laires. Si l’un d’eux est le plan même des xy , dont 
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l’équation est z — o , on aura 

A' — o B' z= o. 

En nommant V la valeur correspondante de E", ü 
viendra 

cos V = C — . 

VA‘ + B- 1- O 

C’est le cosinus de l’angle qu’un plan fait avec celui det 
x y. 

On trouvera, en nommant de meme fU et V"' les angles 
que le plan fait avec ceux des xz et des^'-r, 

cos f*= — J i cos V"'= A . 

y B'-+- C‘ V A‘ 4- £■ 4- £,’» 

et ces trois cosinus auront entre eux la relation 

cos’ V -f- COS’ ï /n -j- COS’ V"' = I , 

parce que les anglrs V' , V ", f /w , sont les mêmes que ceux: 
que formerait avec les trois axes des coordonnées une 
ligne droite perpendiculaire au plan. • 

66. L’expression précédente de cos V peut se trans- 
former comme celle de l’article 4 1 )- En effet , si l’on 
nomme V'^VIIyV" 1 - l v , l", U"\ les angles que forment les 
deux plans proposes avec ceux des xy, des xz et des yz f 
il est aisé de voir que l’on a 

cos F — cos y cos V' cos y " cos Uï -f- cos y"' cos U'". 

- . V 

6y. Trouver l’angle d’une droite et d’un plan. 

Soient x= az 4- « j . . , , , . 

> les équations de la droite. 
y — bz fi) • * 

Ax -f- By -f- Cz -f- I) = o l’équation du plan. 
L’angle que forme une droite avec un plan est lemême 
que celui de celte droite avec sa projection sur ce plan : 
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par conséquent , si l’on mène une perpendiculaire au 
plan , l’angle qu’elle fera avec la droite proposée sera le 
complément de l’angle cherché. 

Soient donc 

cc ** *" q! ' z I ~ r . . . 

‘ t > les équations de la perpendiculaire; 
y — Vz -f- /S' J 

on aura (n°. 64) 

A — a'C B =z b' C. 

L’angle qu’elle fera avec la droite proposée aura pour 
cosinus 

i -f- aa' -J- bb' * 

. _ — — . -—- i — — — » i ' — ■■■* . 

v'i -f a 1 ô* v/T~+ô 7 * + 6' 1 

• . à 

En représentant l’angle cherché par V , ce sera la va- 
leur de sin V : mettant pour a' et b 1 leurs valeurs , on 
trouve 


V—- 


Aa Bb -{- C • 


\/i -f c’-(- \/ A 1 + B* + C % 

C’est l’expression du sinus de l’angle que fait une droite 
avec un plan. Si l’on introduit les conditions nécessaires 
pour que celui-ci soit un des plans coordonnés , oh re- 
trouvera les mêmes valeurs que dans l’article 4^ > et , 
si l’on suppose sin V— o , on aura , comme dans l’ar- 
ticle 63 , 

A a -j- Bb -f- C = o 

pour la condition que le plan et la droite soient paral- 
lèles. 

Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les 
questions de géométrie relatives à la ligne droite et au 


I 


f6 PRÉLIMINAIRES. 

Ve la Discussion des Lignes courbes y et de la 
Transformation des Coordonnées. 

| 

68. En généralisant les principes que nous venons d’ex- 
poser dans. les chapitres précédens, on parvient à recon- 
naître , d’après l’équation d’une ligne courbe quelconque , 
la succession de ses points , et la trace qu’ils forment sur 
un plan ou dans l’espace. 

Si F équation de la courbe est entre deux variables y 
et x , on résout celte équation par rapport à une d’elles. 
On sait alors quelles valeurs cette coordonnée doit avoir, 
lorsque l’antre est prise à volonté ; et l’on connaît ainsi la 
suite des points que l’équation désigne. 

Mais, si la courbe est donnée par deux équations, cha- 
cune entre deux variables* c’est-à-dire si elle est donnée 
par ses projections sur deux des plans coordonnés, on 
opérera sur chacune de ces projections suivant la mé- 
thode précédente , et l’on connaîtra les valeurs de y et 
de z qui répondent à chaque valeur de x : ce qui fixera 
encore la position successive de tous les points. 

11 pourrait arriver que la courbe proposée fut donnée 
par deux équations entre les trois coordonnées^-, a:, r ; car 
deux équations de ce genre équivalent à deux équations 
en xy , xz ou yz : mais alors , en éliminant, successive- 
ment une des variables entre les équations données , on 
retomberait dans le cas précédent. 

La supposition que nous examinons ici est Celle où la 
courbe proposée ne serait pas donnée par les intersections 
des deux surfaces cylindriques qui la projettent sur les 
deux plans coordonnés , mais par deux surfaces d’un» 
autre nature , dont elle devrait aussi être l’intersection. 
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Les équations de ces deux surfaces devant avoir lieu simul- 
tanément, et pour les mêmes valeurs de x, y , il suffirait 

de les combiner, et d’en éliminer successivement * , ou y 
ou.z , pour avoir Jes projections de la courbe sur les plans 
coordonnés. 

69. On a vu par ce qui précède , que la forme et la posi- 
tion. d’une ligne courbe sont toujours exprimées par les 
relations analytiques qui existent entre les coordonnées 
de ses différens points. C’est pourquoi on a classé les 
courbes en différens ordres , d’après la forme de leurs 

équations. ■ • 

On les divise d’abord en algébrique s et en transcendantes , 
suivant que leur équation , rapportée à des coordonnées 
rectilignes , est elle-même algébrique ou transcendante. 

On classe ensuite les courbes algébriques d’après le 
degré de leur équation par rapport aux variables qui 
représentent les coordonnées. L’ordre de la courbe est 
' marqué par l’exposant de ce degré. 

Par exemple , la ligne droite dont nous nous sommes 
occupés est du premier ordre , parce que son équation 
est du premier degré relativement aux variables x ety. 

Classer ainsi une ligne courbe et déterminer sa position, 
sa nature et sa forme d’après son équation, c’est ce qu’on 
appelle la discuter. 

70. Cettè recherche peut être presque toujours rendue 
plus facile par des transformations analytiques qui sim- 
plifient les équations , en faisant évanouir quelques-uns de 
leurs termes ; préparation qui les met en état d être dis- 
cutées plus aisément. 

Représentées par la géométrie , ces transformations re- 
viennent à placer la courbe , par rapport aux axes des 
coordonnées **de la manière la plus favorable , pour de- 
■ rincr les sinuosités d* son cours. Par exemple , si une 
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circonférence de cercle est placée d’une manière quelconque 
par rapport à ces axes, l’équation qui liera les abscisses 
et les ordonnées de ses différens points ne peut pas 
être si simple que si le centre de cette circonférence était 
placé à l’origine même des coordonnées; car, dans ce cas , 
la «fourbe serait symétrique par rapport à chacun des 
axes , et il suffirait de suivre son cours dans un des 
quarts de cercle , pour le connaître dans les trois autres. 
Or , on conçoit que cette simplification mettrait plus fa- 
cilement à découvert la forme de la courbe , sa marche , 
scs propriétés. 

Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver à 
ces simplifications doivent donc se réduire à changer la 
position de l’origine et la direction des axes des coor- 
données , pour les placer de manière qu’en y rapportant 
l’équation proposée , elle se réduise à la forme la plus 
simple que comporte l’espèce de la courbe qu’elle re- 
présente. Il suffit de reconnaître ensuite la position des 
nouveaux axes par rapport aux anciens , pour connaître 
quelle était originairement la position de la courbe par 
rapport à eux. 

On peut de la même manière rapporter les courbes à 
des coordonnées qui ne soient pas rectangulaires : c’est 
ainsi , quoique pour un but différent , que nous avons 
transformé, dans l’article a4 , l’équation de la ligne 
> droite. 

71. Quand on veut passer ainsi d’un système de coor- 
données à un autre , on cherche , pour un point quel- 
conque , les valeurs des anciennes coordonnées en fonc- 
tion des nouvelles : en substituant ces valeurs dans l’équa- 
tion proposée , elle appartient toujours aux mêmes points ; 
mais ces points s’y trouvent rapportés aux nouveaux 
axes. Par conséquent , les propriétés de la courbe restent 
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toujours les mêmes , et il n’y a de changement que dans 
la manière dont elles sont exprimées. 

72. Ces relations des nouvelles coordonnées avec les 
anciennes sont bien faciles à établir lorsqu’on ne veut 
que transporter l’origine des coordonnées, sans changer 
la direction des axes ; et l’on en a déjà vu des exemples 
dans ce qui précède. En effet , soient A' ( lig. 25 ) la 
nouvelle origine ; et A' X' , A' Y' , les nouveaux axes 
auxquels on veut rapporter les points du plan qui étaient 
précédemment rapportés aux axes parallèles A. Y, AY , 
et à l’origine A. Si l’on prend un point quelconque 31 
situé dans l’angle X'A'Y', on aura 

AP—AB + BP P 3 It=PP'+P 3 I=A'B+FM. 

AB et A' B doivent être donnés ; ce sont les coordon- 
nées de la nouvelle origine , et elles expriment sa po- 
sition par rapport aux anciens axes. Si donc on fait 
AB a , A' B — b , qu’on représente par x , y , les 
anciennes coordonnées , et p ir x' t y\ les nouvelles prises 
dans le même sens, on aura 

x = a x' = J ~\~y' • 

Pour que ces équations subsistent enrore par rapport 
aux points situés dans l’angle Y'A'x' , il faut que l’on 
y suppose x' négatif; car, pour un quelconque de ces 
points , tel que m , on aura 

A p = AB — A'p’ on x — a — A' p' ; 

et il faut alors retrancher la nouvelle abscisse de a , au 
lieu de l’ajouter à cette quantité. 11 en sera de même 
des^-', lorsqu’ils appartiendront à des points situés du 
côté de l’axe des X' opposé aux y' positifs : c’est ce que 
nous avons suflisainment dével ppé dans l’article 19. 
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Nous avons supposé que la nouvelle origine A' était 
située dans l’angle YAX , et qu’ainsi ses coordonnées a et b y 
relatives aux anciens axes, étaient positives. Si nous voulons 
placer cette origine en A" dans l’angle xAy , et prendre 
toujours les nouvelles coordonnées*' et y' dans le même 
sens, il suffira de changer les signes de a et de b dans les 
formules précédentes , et l’on aura 

x = x’ — b y —y' — b , 

ainsi qu’on peut le trouver directement, en partant de leur 
position actuelle. 

Ces considérations sont conformes aux principes établis 
dans les préliminaires; elles se réduisent à cette règle géné- 
rale , que lorsqu’on passe d’un système de coordonnées à 
un autre parallèle , au moyen des équations 

x~a-\- x‘ y—b+y', 

il faut regarder la variation de signe de chaque espèce de 
coordonnées comme répondant aux changemens de position 
autour de l’origine qui lui . est relative ; et les quantités 
a et b , qui sont les coordonnées d’une des origines par 
rapport à l’autre , peuvent être rapportées à celui des deux 
systèmes qu’on voudra. 

C’est en considérant la position de la nouvelle origine 
par rapport à l’ancienne, que nous avons obtenu les équa- 
tions précédentes. Réciproquement , ces équations étant 
données , on pourrait en déduire la position d’un quelcon- 
que des deux systèmes par rapport à l’autre ; car , en y 
faisant , par exemple x'=o , ce qui est le caractère de l’axe 
des y', on aurait 

x = + a ï 

ce qui , en supposant a et b positifs , signifie que l’axe des 
y', auquel cette équation appartient , est situé du côté des* 


3 
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positifs , et a une distance a dé leur origine. De môme , en 
faisant ÿ = o , ce qui est le caractère de l’axe des x' , on 
aurait , relativement à cet axe , 



c’est-à-dire qu’il est situé ‘du côté des y positifs, à une 
distance b de leur origine. En faisant, au contraire , x=o, 
ou y=o, on trouverait x' — — a, on, y'— — b, q U ; 
seraient les équations des axes des y et des x par rapport à 
l’origine des y' et des x'. 

Ce que nous venons de dire a lieu , quel que soit l’angle 
, formé par les axes des coordonnées; et nous en conclurons 
que , pour passer d’un système quelconque de coordonnées 
à un autre parallèle au précédent, il suffit de faire 

x~a- {-x' y=b+y>, 

b et a étant les coordonnées d’une des origines par rapport 
à l’autre. En substituant ces valeurs dans une équation 
quelconque entre x ety, elle se trouvera rapportée aux 
variables y' et x'. 

73. Passons maintenant au cas où l’on fait varier la di- 
rection des axes et l’angle qu’ils forment entre eux ; mais , 
pour plus de simplicité , supposons d’abord que l’origine 
ne Varie pas , et qu’elle soit commune aux deux systèmes 
de coordonnées. 


Soient donc. A Y, AX , deux axes des y et des x (fig. 26 ), 
que nous prendrons rectangulaires. 

• So ient A Y', AX', d eux autres axes qui font entre eux Un 
anglc*quelconqiie , on dern^ide de passer du premier sys- 
tème de'coordonnées au second. 

D’un point quelconque M menons les droites MP , MO 
parallèles aux axes desy et des y', on aura 


AP—x PM— y AQ=zx' 
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Il faut , de plus , que la position des nouveaux axes soi» 
donnée par rapport aux anciens. 

Soient donc l’angle X'^X=«, Uangle Y'AX==»'. 
11 s’agit de déterminer x et y en fonction de x' et de y' , 
et des quantités connues a et 

7 / f . A proprement parler ,« cette détermination est un 
véritable problème de trigonométrie ; et l’on y parviendrait 
en calculant séparément par des triangles , les lignes qui 

composent les nouvelles coordonnées. Mais , à l’aide d un 

artifice ingénieux d’analyse , le calcul peut se faire d’une 
manière beaucoup plus élégante , plus facile, et qui n exige 
aucune construction* 

Cet artifice consiste à prévoir d’avance la forme des re- 
lations qui doivent exister entre les anciennes et les nou- 
velles coordonnées : car , on peut prouver en général que , 
lorsqu’on passé d’un système quelconque de coordonnées 
'a un autre , les anciennes coordonnées doivent toujours 
être une fonction linéaire des nouvelles, et réciproque- 

i 

ment. 

En effet , représentons en général les valeurs de * et 
de y par 


x = <p(x',y) y —' - • 

les signes f « + désignant de» qnan.Ué. co.nposéee.d'on. . 
manière qnelconqne en x' et y, c’est-à-d.r, , font., on. 
quelconques des nouvelles coordonnées. , 

Si l’on substitue ces valeurs dans l’équation de la hgn. 
droite , qui est toujours de k lonne 
* y = ax -|- b . 

elle devient 

* « . 

4, ( x',/ )=«•<? c *'* y ) . -v 
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. v • , a » 

Or , noui avons vu ( n°. 25 ) que l’équation de la ligne 
droite reste toujours du premier degré » quelle que soit la 
direction des axes auxquels on la rapporte : il faudra dons 
que l’équation précédente se réduise à la forme 

y = a'x' -f- b' ; 

et , comme cela doit avoir lieu pour toutes les valeurs 
possibles de a et de b # c’est-à-dire pour toutes les positions 
possibles de la . ligne droite , il faut absolument que les 
fonctions <p et ^ soient elles-mêmes du premier degré en 
x' et y . ■ . . 

70. On voit donc que les valeur* les plus générales que 
puissent avoir x et y sont nécessairement de la forme 

« 

x = ax r -f a'y 4- c y — bx' + b'f + d, 

a , a', b , b', c , d étant des constantes indéterminées. On 
peut aisément vérifier qu’en effet cette forme satisfait aux 
conditions de l’article précédent. Les constantes a, a', b, b', 
•c, d resteront les mêmes, quelles que soient les variables 
sc iy\ *')/ : ü suffira donc , pour les déterminer, de con- 
naître leurs valeurs pour des cas particuliers. 

Si l’on fait x' = o, y = o , ce qui est le caractère de la 
nouvelle origine , on aura pour ses coordonnées 

, x~c y x=d ; 

et , puisque l’on suppose qu’elle est la même pour les deux 
systèmes , il faut que c et d soient nuis : alors les équations 
précédentes deviennent 

x =s ax’ -f- a'y 1 * y — bx' -f- Vy. 

Si r on fait^' = o , x' étant quelconque , ce qui est le ca- 
ractère de l’axe des x', on aura pour les points qui y sont 
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« 

x = ax' y — bx ' . 

Mais, si, d’un de ces points, te! que m (fig. 26) on mène 
l’ordonnée mp à l’axe AX, alors , pour ce point , Ap sera 
X‘, pm ,y; Am , x', et le triangle rectangle Amp donnera 

• x x 1 cos a. yxxx' sin a. 

Ces équations devant s’accorder avec les précédentes , on 
aura 

a == cos a b — sin a. . 

Faisons maintenant x' = o , ce qui est le caractère de l’axe 
des y’, on aura pour les points qui y sont , 
x— a’ y' y = b' y'. 

Mais, si , d’un quelconque m' de ces points , on abaisse 
l’ordonnée m'p' à l’axe AX, Ap' sera x ; p'm' ,y\ Am', y', 
et l’on aura , comme précédemment , 

x —y' cûs a' y xxy 1 sin »' ; 
ce qui donne . 

• a' — cos A b‘ — sin <*'. 

Les valeurs des constantes se trouvant ainsi connues, on 
les substituera dans les expressions des, a- et y, et il viendra 

x =- x 1 cos a. -\-y' cos al y — x' sin a ~f -y' sin 

Telles sont les relations qu’ont entre elles les coordonnées 
dans 'les doux systèmes que nous considérons. 

■j tj. Si l’on voulait passer des coordonnées x’ et y' aux 
coordonnées x et jy , il suffirait de déduire les valeurs do x' 
et de j' des équations précédents. En multipliant la pre— 
;uii-re par sin , ét en retranchant la seconde multipliée 
. r cos A , on aura, x' ; opérant d’une manière analoguo 
<. rapport à à , on aura y 1 : ces valeurs seront 
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x sin « — y cos «c 

a:' = 


sin (»' — u) * 


Y cos « — x sin et 

y- 


sin ( u ,' — a ) 


On aurait pu parvenir directement à ces résultats en par- 
tant des expressions les plus générales de a;', y' en x, y, et 
' déterminant les constantes qu’elles doivent renfermer par 
la considération des valeurs de x', y J , pour les axes des x et 
des y (fig. 27 ). En effet , l’origine étant la même pour les 
deux systèmes, on aura 

x' = mx 4- m'y * y J n'y. 

Si on fait_y = o , ce qui est le caractère de Taxe des x, on 
aura , pour les points qui y sont situés. 


x' = mx 


y' = nx. 


Mais, pour un de ces points , tel que m, si l’on mène mp 
parallèle à l’axe A Y ' , Am sera x\ Ap , x'\ et pm , y , 
qui devra être pris négativement , puisque le point m est 
situé du côté desj - ' négatifs. Or, l’angle X'AX étant » , et 
l’angle F'y/X, l’augle Apm est «' — « ; et le. triangle 
Amp donne 


x sin * 


sin (»' — r a ) 
d’où l’on tire 

sin a! 


?=- 


sin ( <*' — a) 


sin ( *' — » ) 


n — - 


sin (*' — «)' 


Faisant x = o , ce qui est le caractère de l’axe des y , on 
awa , pour les points qui y sont situés, 

t . • 

x' = m'y • y' — n'y. 

Mais , pour un de ces points , tel que m ' , si l’on mène la 
ligne m'p' parallèle à l’axe AX' , Amf sera y \Ap r , y' ; et 
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ri}' p ' , x 1 ; qui devra être pris négativement , parce que le 
point m' est situé du côté des «^négatifs : le triangle Am'p ' 
donnera 


y cos 


sin ( <*' — a) 


f y COS a. 

^ sin (a' — *) ’ 


d’où l’on tire 


cos i 


cos a 


sin ( *' — <*) 


sin (a' — *)" 


Les quatre constantes m , m', n , n', sont donc aussi déter- 
minées , et donneront les mêmes valeurs que nous avons 
trouvées précédemment. Les formules 

x=x’ cos a y’ cos m y=x' sin * -j- y' sin a! , 
et celles-ci , qui s’en déduisent, 

x sin ce' — y cos *' * y cos « — x sin ce 

x' = y' ^ « 

sin (a' — ci) sin (a.' — «) 

suffisent pour passer d’un système de coordonnées rectan- 
gulaires x et y à un système de coordonnées obliques a:' 
et y', et réciproquement , l’origine restant la même pour 
les deux systèmes. 

77. Si les nouveaux axes des x' et des y" devaient être 
aussi rectangulaires comme les précédens , on aurait 


— a = 100" 


d’où 

sin (cl — a) = 1 sin a! r= cos ce cos «' = — sin a. 

En substituant ces valeurs , les relations des coordonnées 
deviendraient 

x=x r cos « —y' sin ce y= x' sin <* -j-y' cos a. 

Ce sont les formules necessaires pour passer d’uif système 


Digitized by Google 



PRÉLIMINAIRES. 87 

âe coordonnées rectangulaires à un autre aussi rectangu- 
laire , l’origine restant la même , comme il serait facile 
de le vérifier à posteriori, en appliquant à ce cas les 
considérations géométriques dont nous avons fait précé- 
demment usage. 

78. Si l’on ajoute ces équations après avoir élevé chacun 
de leurs membres au t carré, on trouvera 
x' + y' = *'* + f'- 

Et, en effet, les nouveaux axes étant rectangulaires comme 
les anciens, V x '* -f y 1 * exprime la distance d’un point 
quelconque à l’origine des coordonnées ; et ,r V x 1 nr y* 
exprimant aussi la même distance à la . même origine , ces 
deux valeurs doivent être égales. 

yçj. On. peut , au moyen de ce qui préfide , passer d’un _ 
système de coordonnées obliques à un autre système de 
coordonnées obliques (fig. 28). En effet, soient AX , A Y’ , 
lès axes des x' et des y' ; AX ", AY”, les nouveaux axes , 
dont les coordonnées seront x' 1 , y" . Concevons . par la 
même origine , un troisième système d’axes AX , A Y , 
rectangulaires entre eux , et ^dnt les coordonnées seront 
x et y. Nommons « , a' , fi, les angles des x' , des y' t 
des x" et des y" avec l’axe ^X,nous aurons pour un même 
point-, dont les coordonnées seront x et y par rapport au 
système rectangulaire , 

x = *' cos « + y* cos *' y~x' sin « + y' sm *' 

* = x" cos fi + y" cos fi' y — x '< sin fi -f y" sin fi'. 

En éliminant x et y entre ces équations, on aura celles qui 
déterminent les relations des coordonnées x 1 et y 1 avec les 
x 11 et y", et qui sont 

x' cos » y y 1 cos «' = x" cos fi -f -y^ cos fi' 

x' sin a -y y 1 sin »' = sin fi 4* y 11 sin fi’~ 
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Si l’on multiplie la première par sin a , et qu’qn la retran- 
che de la seconde multipliée par cos ce on aura y' ; et , en 
opérant d’une manière analogue pour a', on aura x' : on 
trouvera ainsi 

I 

. x" sin (ce' — fi) -f- y " sin (a' — fi') 

sin (a' — <*) . 


. * i 

t x" sm (fi — ce) -f -y B sin (fi' — ce) 

^ sin (a! — ce) 

Or, on a 

d’ — fi — Y'AX" u' — fi’ = Y 1 A Y « 
fi — <t — X’AX" fi' — et ~X'AYH a.' — a. = Y'AX’. 

11 n’entre donc , dans les expressions précédentes , que les 
angles formés par les axes des Y’ et des X' entre eux , et 
avec les nouveaux axes AX", AY /! ; et tout ce qui était re- 
latif au système rectangulaire que nous avons introduit a' 
disparu. Si donc on nomme 6 l’angle Y' AX' formé par les 
axes des y' et des x' ‘et i , y , les angles Y’AY" , 

X' A Y" , Y'AX" , X' AX" , qùc forment les nouveaux 
axes des y" et des x" avec chacun d’eux, les équations 
précédentes deviendront 

f x " sin t -f- y" sin i' / x" sin y ~\-y" si n y 7 
sin 6 ^ sin 6 

Ces formules serviront à passer d’un système de coordon- 
nées obliques à un autre système de coordonnées obliques, 
l’origine étant la même pour tous deux. Si on supposait . 
les axes des x' et des .y' perpendiculaires entre eux, on 
aurait 

J = IOO* *-{-y=I0O o i' -j-y' = too°: 
par conséquent 

sin e = i sin t — cos y sin t’ — cos y' ; 
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et l’on retqmberait sur les équations que nous ayons déjà 
trouvées , pour passer d’un système de coordonnées rec- 
tangulaires à un système de coordonnées obliques. 

80. Nous avons vu précédemment que, pour passer d’un 
système de coordonnées x et y à un autre système de coor- 
données x y' parallèles aux premières, il faut faire 
• » 
x = a->fx' y — b+y' , 


a et b étant les coordonnées de la nouvelle origine par 
rapport au premier système. Si l’on fait ensuite varier la 
direction des axes autour de cette nouvelle origine , on aura 
changé à-la-fois et la position de l’origine des coordonnées 
et la direction des axes. Il suffit donc d’ajouter , dans 
les formules précédentes , aux valeurs des coordonnées 
celles de la nouvelle origine , pour avoir les formules gé- 
nérales de la transformation des coordonnées. Comme elles 
sont d’un fréquent usage , je les af réunies dans le tableau 
suivant : 

i°. Poufr passer d’un système de coordonnées rectangu- 
laires x , y , à un système de coordonnées obliques x' , y : 


x = a -f- X* cos * -| -y' cos a' y =b x' sin a y y’ sin 


2°. Pour passer d’un système de coordonnées obliques 
x 1 , y', à un système de coordonnées rectangulaires x , y : J 

^ ( x — a ) sin a' — (y — b ) cos%' 

sin (a' — * ) 

, ( y — b ) cos a— (x — a) sin <* 

sin ( «' — «*) 


3 °. Pour passer xl’un système de coordonnées rectangu- 
laires x i y, à un système de coordonnées aussi rectangu- 
laires x' , y’ ; 
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x=a-f-x'eos ^—y'sinti y = b-f-x'$in *-{-y cos *. 

Dans ces équations <*,*', sont les angles des axes de» 
x' et des avec l’axe des x ; a et b sont les coordon- 
nées de la nouvelle origine par rapport au système rectan- 
gulaire. * • 

4». Pour passer d’un système de coordonnées obliques x, 
y, i un autre système de coordonnées obliques x' , y* : 


x' sin t 4- y' sin i' . x' sin v-f- r' sin y'. 

_| y=b-{ — < — 

~ J sin i 


sin il 


y, y' , sont les angles que les axes des x' e{ des_y' font avec 
l’axe des x ; f, i' , les angles qu’ils font avec l’axe des y ; 
fl et a’ les coordonnées de 'la. nouvelle origine par rapport 
aux axes obliques des x et des y , qui forment entre eux 
nn angle 6. 

Üi. En généralisant les considérations que nous venons 
d’exposer, ôn trouvera facilement les formules nécessaires 
pour effectuer la transformation des coordonnées en trois 
dimensions on dans l’espace; car il suffit encore , dans ce 
cas , de trouver les expressions des anciennes coordonnées 
eri fonction des nouvelles , ou réciproquement ; et l’on 
peut y parvenir par les mêmes méthodes. Cès relations 
n’ont aucune difficulté lorsqu’on se propose seulement de 
transporter l’origine, en laissant les axes parallèles à eux- 
mêmes. Alors , en nommant a , b , c les coordonnées de la 
nouvelle origine par rapport à l’ancienne , et désignant par 
x’ y' z\ les nouvelles cc ordonnées qui étaient précédent— 
» ment représentées par x, y, z , on aura 


x=a-\-x' y — b -{-y' z — c-^-z’y 
• « 
formulés dans lesquelles il faut regarder les varialions.de 
signe de chaque espèce de coordonnées comme répondant 
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aux changemens de position autour de l’origine qui lui est 
relative. Ces considérations sont conformes à celles de 
l’art. 72, et l’on en déduira de même les positions respec- 
tives des deux origines. * •# 

* 82. On a vu , dans l’art. 54 , que l’équation du plan est 

toujours du premier degré en x , y , z , quel que soit 
l’angle "des coordonnées. De là , il est facile de conclure, 
par un raisonnement analogue à celui du n”. 74 , que , 
lorsqu’on passe d’un système de coordonnées à un autre , 
les anciennes» coordonnées sont toujours exprimées , en 
fonction des nouvelles , dlune manière linéaire , quels 
que soient les angles des axes. Ainsi en 'désignant les 
unes par x, y, s , et les autres par x' , y' , z' on aura géné- 
ralement 

x— a-j- mx'- f- m'y' -j- m n z 1 
y—b- f- nx' t -f- n'y' -J- n" z' 

• = c -f px' + py 4- p“ zf , 

les coefficiens des variables x', y z' étant des constantes 
inconnues , et qu’il s’agit de déterminer. 

Si l’on fait x' = o,y' — o, z' = o , ce qui est le ca- 
ractère de la nouvelle origine il vient 

x — a y —b z—c. 

a, b , c , sont donc les coordonnées de cette origine par 
rapport à l’ancienne : nous les supposerons nulles , pour 
plus de simplicité , ce qui, revient à changer la direction des 
axes sans déplacer l’origine; il suffira ensuite de les ajouter 
aux résultats , pour transporter le nouveau système d’axes 
parallèlement â lui-même. Par cette supposition , les for- 
mules précédentes deviennent 

» 

x = mx' -J- m'y' -f- m" z' 
y = nx' -}- n'y' -{- n n z! # 

s . z =. px' -f- p'y' -4- p 11 z'. 
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Les constantes qu’elles renferment se déterminent faci- 
lement par des suppositions particulières. Considérons, par 
exemple , les points situés sur l’axe des x 7 , les équations 
de cet-axe seront 

y' cr: o z' =o. 

On aura donc , pour les points qui y sont situés , 

x — mx' y — nx' z = px'. 

Soient AX' cet axe , M un quelconque de ses points 
( fig. 2 y) ; et supposons , pour plus de simplicité , que les 
anciens axes AX, AY, AZ , soient rectangulaires , alors 

A.]/ sera x 7 , MM' sera z , et le triangle AMM' donnera 

♦ 

Z — x' cos ahïM'. 

L’angle AMM' est celui que forme le nouvel axe des x 
avec l’ancien axe des z\ nous le désignerons par Z. Si nous 
nommons pareillement X, 1% les angles formés par ce 
même-axe AX' avec les axes AX, AY , nous aurons, pour 
les points qui v sont situés , 

x=x'cosX' cos L z=.x'cosZ. 

Ce résultat détermine n , m, p, et donne 

m = cos X n — cos Y p = cos Z. 

Si nous considérons de même les points situés sur l’axe 
dcs_y 7 , dont les équations sont 

* x* = o z' — o y # * 

on aura , relativement à ces points , 

x = m'y' y — n'y' Z~ p'y'- 
Ainsi, en désignant par X', Y', Z' y les angles que forme 
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cet axe avec ceux des x , y , z , on aura 

m' — cos X ' n' — cos Y' p' = cos Z' . 

Enfin la considération des points situés sur l’axe des z' 
déterminera les constantes m*, n", p", et en pommant 
XV, Y ", Z 1 /, les angles que forme cet axe avec ceux des . 
* , y , z , on aura , 

m 11 = co» X ,r nV = cos Y H p 11 = cos ZV ; 

d’où l’on tire pour x,y, z, , 

x — x' cos X -j- y' cos X' -f- z' cos XV 
y = x' cos Y 4 - y' cos Y' -f- z' cos YV (i) 

. z = x' cos Z cos Z' -f- z' cos Z 11 . 

11 faudra joindre à ces valeurs les équations de con- 
dition qui ont lieu entre les trois angles que fait une 
ligne droite avec les trois axes, et qui sont (n®. 46) 

0. cos* X -f-.cos’ Y -f* cos’ Z =“ 1 

cos’ X' -J- cos 1 Y' -f- cos’ Z' = 1 (2) 

. cos’ XV -f- cos ihY" -j- cos’ 1. 

Ces formules suffisent pour transformer les coordonnées 
lorsque les angles des nouveaux axes entre eux doivent être 
quelconques; mais si ces angles sont donnés , il en résultera 
de nouvelles conditions 'entre les«angles X, Y,Z;X'... 
et il faudra les joindre aux équations précédentes. 

En effet, si l’on nomme V l’angle que forment lésa/ 
avec les y'; U d’angle des^' avec les z et IV l’angle des 
z' avec les x', on aura , p# le n°. 4 3 , 

cos V —cos X cos X' -f-cos Y cos Y' -f-cos Z cos Z' 
cos U — cos X'cos X"— f-cos Y' cos YV. -f-cos Z' cos ZV ( 3 ) 
cos cos X cos XV -f-cos Y cos F" -f-cos Z cos Z" ; 

et ces équations, étant jointes.aux formules (1) et (2), 
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suffiront dans tous les cas pour établir les conditions rela- 
tives aux nouveaux axes, en supposant les anciens rec- 
tangulaires. 

83. Si , par exemple , on veut que ceux-ci soient rec- 
tangulaires , on aura 

cos V — o cos U=o cos fV — o ; 

* 

et les seconds membres des équations (3) seront nuis :• 
alors , en ajoutant les carrés de x , y , z , on trouve 

** +r + z '— *'■ +y * + z'\ 

Et cette condition doit être en effet remplie , lorsque les 
deux systèmes de coordonnées sont rectangulaires, et ont 
la même origine , parce qu'alors la somme des carrés des 
trois coordonnées représente dans l’un et dans l’autre la 
distance du point à cette origine commune. 

84 . On peut aussi changer la direction de deux axes 
seulement , en, conservant le troisième. Supposons , par 
exemple , que celui-ci soit l’axe des z , et que les deux 
autres coordonnées, faisant entre elles un angle F, doivent 
toujours lui être perpendiculaires ; on aura, d’après ces 
conditions ; 

cos U = O COS JY - — o . 

cos XH = o cos Y* = o . cos Z n — 1 ; 

* 

valeurs qui , substituées dans les équations (3) donnent 

ccs Z' — o cos Z = o ; 

* \ 

c’est-à-dire que les axes des x'#t des y' sont dans le plan 
des xy , de là et des équations ( 2 ) il résulte 

. * 4 ■ 

cos Y = sin X cos Y' = sin X' ; 

m 

et les valeurs de x,y, deviennent 
x — x! cos X -J -y' cos X' } 'y — x ' sin X -\-y' sin X' t 
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qui sont précisément celles que l’on a trouvées dans l’ar- 
ticle y5 , pour passer . d’un système d’axes rectangulaires 
x cl y à un système quelconque situé dans le même 
* plan. 

85. Les questions que nous venons de traiter dans ces 
préliminaires sont en quelque sorte les élémens de tous 
les problèmes qui concernent l’application de l’algèbre 
9 a la géométrie. Les formules que l’on en déduit sont 
autant de méthodes générales dont l’usage revient sans 
cesse , et que l'on ne suppléerait qu’imparfaitcment par 
des constructions particulières qu’il faudrait recommencer 
pour tous Les cas. Mais pour sentir le prix de ces mé- 
thodes, il est nécessaire de se familiariser avec elles par 
l’usage : c’est pourquoi nous les appliquerons à la re- 
cherche des propriétés des courbes et des surfaces du 
second ordre ; et cet exeiriple , qui »fait l’objet du reste 
de cet" ouvrage , suffira pour montrer généralement com- 
ment on doit employer ces procédés. 

V » . . 

‘ . . r 

• . 
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86. Lf.S .courbes du second ordre sont aussi appelées 
sections coniques , parce qu’on peut les obtenir en cou-^ 
pant un cône à base circulaire par des plans diversement 
inclinés. Comme cette propriété les rapporte plus par- 
ticulièrement à leur origine, nous la démontrerons d’abord. 

Pour cela , nous considérerons un cône droit , dans 
lequel les coordonnées du centre, la position de l’axe 
et l’angle au centre , soient indéterminés par rapport aux 
téois plans rectangulaires des coordonnées; et nous ferons 
voir qu’en le présentant à un plan coupant dans des 
positions différentes , on obtient pour l'intersection' toutes 
les courbes du second degré possibles : cous* prendrons 
pour plan coupant le plan même des æy (*). 

Soient x', y', z' , *les»coordonnées du centre du cône: 
son axe étant une ligne droite qui passe par ce point , 
aura pour équation 

. x — x' — a ( z — z' ) 

{z-z') y 


(*) On a vu dans les F.lémens de Géométrie qu’un cône droit est 
engendré par le mouvennnt d une 1 igné droite assujettie à passer tou- 
jours par un même point qui^si le centre du cône, et a luire tou- 
jours le même angle avee une droite fixe passant par ce point , et que 
l’ou nomme axe. T e double de cet angle est ce que j’appeilc l’angle 
au centre du cône , parce que c’est celui que forment lits deux généra- 
trices opposées , suivant lesquelles un plan mène par 1 axe coujxtrail U 
surface conique. 
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tt et b étant des quantités constantes qui dépendent de 
la position de l’axe. La droite génératrice doit aussi passer 
par le centre dans toutes ses positions : par conséquent 
son équation sera de la forme 


y ■ 


x' ■= a' (z — z') 

y' = b ' O - z ') * 


a' et h' étant constantes pour la même génératrice et 
variables d’une génératrice à une autre. 

La génératrice devant faire toujours le rhéme angle 
avec l’axe, si l’on désigne le cosinus de cet angle par M , 
on aura (n*. 45) 


i -f- o- a ' + W 


1 -(- a' -{- b 2 \/ i -f- a' 1 -f- b' 


= M. 


Cette équation subsiste pour chaque position de la 
droite génératrice : si l’on en chasse a' et b' , en mettant , 

OC ' OC ? Y 

au lieu de ces quantités, leurs valeurs , — , 

tirées des équations précédentes , le résultat en x , j, z, 
ne sera plus particulier à aucune des positions de la 
droite génératrice, mais il appartiendra à tous les points 
qui peuvent se trouver sur cette droite lorsqu’elle fait 
avec l’axe l’angle donné. Ce sera donc l’équation, de la 
surface conique engendrée par son mouvement. 

Cette substitution donne 


i -f- a 


+ b 


y — y' 




ou, en chassant les dénominateurs, et élevant les deux 
membres au carré. 

• 7 
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, {(g-z , ')+o(x-x')+b(y-y')}'=M'(i-\-a'+b'') { (x-a5')*+(^-y') , +(z-* / )’} 

équation qui convient à tous les points de la surface 
, conique. 

87. Pour ceux de ces points qui sont situés dans le 
plan des xy , on a de plus x = o ; ce qui donne 

C’est l’cquation de l’intersection du cône par le plan des 
xy , elle comprend toutes les sections coniques , puisque 
l’angle au centre du cône et sa position dans l’espace 
sont absolument indéterminés ; et , comme elle est en 
général du second degré par rapport aux variables * 
et y , on voit que les sections coniques sont des courbes 
du second degré. 

88. Réciproquement , toute équation du second degré 
appartient à une section conique ; car , en représentant 
cette équation par la formule 

Ay ■* -j- Bxy -f- Cx 1 -f- üy -f- Ex -f- F = 0 (2), 

qui est la plus générale de ce degré, elle ne contiendra d’in- 

. . , B C U E F 

deternuuees que les cinq quantités — — , — } — , — , 

A A A A A 

qui expriment les rapports d’un de ses coefficiens à tous 
les autres. On conçoit donc qu’il doit être possible de dis- 
poser des six arbitraires x 1 , y’, z'\a , b, M, que renferme 
l’équation des sections du cône , de manière à la rendre 
identique avec l’équation (2) ; et en effet on obtient 
ainsi , pour ces arbitraires , des valeurs toujours réelles , 
excepté dans un seul cas , qui est celui où l’équation (2) 
est impossible. Nous reviendrons plus tard sur cette pro- 
position lorsque nous aurons examiné avec détail les di- 
verses formes que l'équation de l’intersection et les courbes 
qu’elle représente peuvent prendre suivant les diverses 
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situations dans lesquelles en place le cône par rapport au 
plan coupant. 

$q. Pour le moment , bornons-nous à recontioîtrc la 
forme générale de res courbes , et les caractères principaux 
qui peuvent servir à les distinguer les unes des autres. 
Pour les découvrir avec plps de facilité , nous placerons 
le cône dans des situations propres à donner des inteçsec- 
tions symétriques par rapport aux axes des x et des y, 
auxquels elles se trouvent rapportées. Cette disposition, 
dont nous sommes absolument les maîtres , ne diminuera 
nullement la généralité des résultats. 

Mettons d’abord le centre de la surface conique dans 
l’axe même des coordonnées z ; il faudra , pour cela , faire 

== o y' = o. 

Plaçons, de plus, l’axe dans le plan même des xz ; il 
faudra, pour cela , faire b = o (n°. 40 i car les équations 
de cet axe étant 

x — x ' = a (z — z') 
y —y' = b (z — z ,) 

«lies deviendront , par ces suppositions , 
x = a (z — z 1 ) 

y— o; 

et la seconde , appartenant au plan desarr, indiquera que 
l’axe y est situé. Avec ces simplifications, l’équation géné- 
rale de l’intersection sera 

(ax — z'Y — M 1 (x -f- a’) (a: 1 -f -y* -f- je'’) ~ o. 

r 

Le cône est alors dans la situation représentée (fig. 3o) ; 
l’axe U CD' est dans le plan même des x et z , et a 
exprime la tangente de l’angle UCO qu’il fait avec. l*ax« 
des z , OX est le côté des x positifs. 
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Cette équation étant développée et réduite, donne 


' {Æf*(i-f-fl’)-a* Jje’-f-aas'jczr. s ,, { } 

et enfin, en divisant par il/'(i-|-a’), on a 

fl* ) <2 az' ( i ) , . 

r + , -jgH7+^r' + M-(i+ g o w 

90. Nommons a l’angle que l’axe du cône fait avec l’axe 

des z, et fi l’angle que la génératrice fait avec l’axe du 

cône : le premier , ayant pour tangente a , aura pour 

. 1 . a 

, et pour sinus 


cosinus 


V 1 + à 1 




. Pa 


r consé- 


quent , — est le carré du rapport du sinus 

^ ’ M* (1 -f- a-) 


de * au cosinus de fi , et 


est le carré du 


il/* (1 «*) 

rapport du cosinus de <* au cosinus de fi : désignant le 
premier rapport par 4, le second par ip , 011 aura 


tin a . cos a • 

9 = — 4 = — ; 

cos fi cos fi 

•t l’équation de l’intersection deviendra 

y' -f- (1 — <p’) x' -J- 2 4* az'x = z'’’ (4’ — 1) (2). 

Le cône étant ainsi placé, on peut très -aisément 
reconnaître les diverses formes que peut prendre son 
intersection , et trouver des caractères fixes qui les 
distinguent parfaitement les unes des autres. 

91. D’abord, si l’on a a -f- fi < too", le plan des xy 
coupe toutes les droites génératrices sur une meme nappe 
de la surface conique ; l’intersection est une courbe 
fermée et rentrante sur elle-même (lig. 3o). 

£>i * -J- fi — too", le plan des xy ne rencontre encore 
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qu’une des nappes de la surface conique; mais une des 
génératrices lui devient parallèle. La courbe d intersection 
n’est plus fermée et rentrante sur elle-même ; elle s’alonge 
indéfiniment , et s’étend sur une des nappes de la surface 
conique (lig. 3i). 

Enfin, si l’ori a a -{- /3 > ioo°, le plan des xy ren- 
contre les deux nappes de la surface conique ; l’inter—, 
section s’étend indéfiniment sur les deux nappes de cette 
surface ( fig. 32). « 

Mais il faut encore ajouter comme condition essentielle 
à tous c§f caractères, que a . — /3 ou l’angle OC A soit compris 
entre o et ioo°, afin que l’arête CA puisse rencontrer le 
plan horisontal MN. 

92 . On peut donc ranger toutes les sections coniques en 
trois grandes classes , correspondantes aux trois formes 
générales que nous venons de reconnaître. Les courbes 
comprises dans la première classe se nomment des ellipses ; 
celles de la seconde , des paraboles ; celles de la troisième , 
des hyperboles. 

Introduisons maintenant dans l’équation générale les 
caractères propres à ces trois genres de courbes , et voyons 
les modifications qu’elle éprouve par ces substitutions. 

g3. Pour cela, faisons en' général 

a. -J- /3= IOO° — 71, 

n étant une quantité quelconque, qu’il suffira de faire po- 
sitive , nulle ou négative, pour avoir les trois suppositions 
précédentes, on aura ainsi 

sin a = sin ( ioo° — n — £ ) =r cos ( n -j- /3 ) 
cos«e = cos( 100'’ — n — /3 ) = sin ( 71 /3 ) ; 

ce qui donne 


cos ( n -j— /3 ) , sin ( n -f fi ) 

cos /S cos /3 * * 

Selon que l’on fera la quantité n positive } nylle ou néga- 

. * * • 






A 

..”.W ■ gS.1 


Mi 
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tive, et — /3 étant toujours compris entre o et ioo° , on 
aura <p < i , 9 = i , 9 > i ; et le coefficient *dc x% 
dans l’équation (2) deviendra positif, ,nul ou négatif. 
Réciproquement , selon qu’on donnera à ce coefficient 
l’une de ces trois valeurs , on aura 9 <i,9 = i,9>ï j 
et par suite, la quantité n, positive, nulle ou négative. 
# On peut donc, à ce caractère, substituer celui qui se 
tirerait du signe du coefficient de x l ; et de là résulte 
cette conséquence : 

L’équation (2) qui représente toutes les sections co- 
niques , donnera l’ellipse , la parabole ou l'hyperbole , 
selon, que le coefficient de x 1 sera positif , nul ou négatif \ 
La nature de la courbe ne dépend que du signe de ce 
coefficient. . 

94. Si l’on suppose a — o , l’axe du cûne se confondra 

avec l’axe des z, et l’intersection sera une circonférence 

de cercle. Dans ce cas , on a 

sin a .. . cos et r 

® = = o , <2 — tanjr. ce = o , v = : 

cos g 0 cos (8 cos g 

et l’équation de l’intersection devient . < - 

J \cos*/8 y 

ou 

y 1 -f x* = z '* tang 1 p. 

z ' étant la distance du sommet du cône du plan des xy 
( lig. 33 ), z' tang g, ou CO. tang O CE représente la 
ligne OE ou le rayon 'du cercle.' En faisant, pour plus 
de simplicité , co rayon égal à R , on aura * 
x’ -f - y* z= R 

C’est l’éqtiation la phes simple de la circonférence du cercle. 
11 est visible que ce cas est compris dans la supposition gé- 
nérale qui donne 9 < 1 , ou le coefficient de x 1 positif. 
.Le cercle est donc ainsi une espèce particulier# d’ellipse. M 
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*e réduirait à nn point , en supposant z' nul ; car alors 
le plan coupant passerait par le centre du cône , qui 
deviendrait l’origine des coordonnées. En effet , cette 
supposition donne 

x 2 -f-J’ = o ; 

et le premier membre de cette équation , étant la somme 
de deux carrés , ne peut devenir nul par des valeurs 
réelles de x et de y y à moins qu’on n’ait séparément 

x = o y = o , 

qui sont les équations de l’origine des coordonnées. 

g 5 . Généralement, si l’on fait z'= o dans l’équation (2), 
c’est-à-dire , si l’on met le centre du cône dans le plan 
des zy , on trouve 

y 2 -j#( 1 — ç 2 ) x’ = o. 

Si l’on a <p < 1 , cette équation aura ses deux termes de 
même signe ; elle ne pourra être satisfaite qu’en faisant 

y = 0 x — o. 

Elle appartiendra donc à un point qui sera l’origine des 
coordonnées. Ce cas comprend celui que nous venons 
d’examiner. 

Mais si dans la même circonstance on a ç = 1 , alors • 
l’équation précédente se réduit à son premier terme : elle 
«st par conséquent satisfaite , en faisant 

y — o, 

e’est-à-dire qu’elle représente une ligne droite qui est l’axe 
même des x. Le cône est alors placé de manière à donner 
une parabole, puisque q» = x ; mais son centre étant amené: 
dans le plan des xy , cette parabole se réduit à une ligue 
droite. 
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Enfin si z' étant toujours nulle , on avait p > i , 
l’équation précédente ne serait plus composée de deux 
termes de même signe ; et en la résolvant par rapport 
à v , on trouverait 

y =±.x \/i p’ — i. 

Alors <p x — i étant une quantité positive, ce résultat don- 
nerait deux lignes droites , 

a 

y=+ x\/<f x — i y — — x\/<p* — i , 

qui passeraient toutes deux par l’origine des coordonnées. 
Dans ce cas , le cône est placé de manière à donner des 
h n icrboles ; mais son rentre se trouvant dans le plan 
des xy , ces hyperboles se réduisent à deux lignes droites. 

g6. Les suppositions précédentes ne sont pas les seules 
qui puissent réduire ainsi l’équatioA générale de l’art. 89. 
Si l’on supposait , par exemple , 0 = o , ce qui donne 
cos jS = M = 1 , l’angle formé par la droite génératrice 
avec l’axe du cône serait nul : la surface conique se 
réduirait donc , dans ce cas , à une ligne droite qui serait 
cet axe lui-méme; et suivant qu’il rencontrerait le plan des 
xy en un' point, ou qu’il y serait compris tout entier, ou 
enfin qu’il lui serait parallèle , l’équation de l’intersection 
£ représenterait un point ou une ligjne droite, ou devien- 
drait impossible. 

Au contraire j si l’on supposait 0 — ioo°, ce qui donne 
cos 0 — M — o , la droite génératrice serait constamment 
perpendiculaire à l’axe : elle engendrerait par consé- 
quent un plan ; et , suivant que ce plan couperait celui 
des xj r , ou lui serait parallèle, l’équation de*l’intcr— 
section appartiendrait à une ligne droite , ou deviendrait 
impossible. 

La discussion de ces différens cas ne comporte aucune 
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difficulté : après les exemples que nous avons donnés dans 
ce qui précède, il suffira d’introduire dans l’équation gé- 
nérale de l’intersection les suppositions convenables, de 
la développer, et de voir à quoi elle se réduit. Les élèves 
feront bien de s’exercer à cette discussion qui contribuera 
à leur faire sentir la correspondance intime de l’analyse 
et de la géométrie. C’est pourquoi je me bornerai à leur 
indiquer ce sujet de travail. 

97. Nous allons maintenant discuter en particulier cha- 
cune des courbes du second ordre que nous avons trouvées 
dans le cône. Nous déduirons des équations de ces courbes, 
leur position , leu» forme et leurs caractères. Nous les 
comparerons ensuite les unes aux autres , pour découvrir 
leurs propriétés communes. 

Mais puisque la r&ure de ces courbes ne dépend que 
du signe que prend le coefficient de x'*, nous pouvons 
encore simplifier l’équation de l’article go , en lui laissant, 
sous ce point de vue , toute sa généralité. En effet , si 
nous plaçons le cône de manière qu’une de ses génératrices 
soit dirigée suivant l’axe des z, il suffira alors d’ouvrir plus 
ou moins l’angle au centre , pour obtenir une ellipse , 
une parabole ou une hyperbole. Cette nouvelle position 
du cône s’obtiendra évidemment , en faisant a. = fi ; car 
alors l’angle a. — fi, que forme la génératrice avec l’axe 
des z , sera nul. Cette supposition donne 

sin a, , cos a. 

<p = = a y = =1; 

COS a COS a 

et l’équation générale de l’intersection prend cette forma 
très-simple 

y* + ( 1 — a 1 ) x' -{• zaz' x = o ( 3 ). 
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Alors le cône est placé comme l’indique la figure 34» 1* 
quantité a étant la tangente de l’angle DCA. 

Si a est plus petit que i (fig. 34)» l’angle DCA est 
moindre que 5o° ; l’angle BCA , formé par les deux gé- 
nératrices opposées , est plus petit qu’un droit , le plan 
des xy rencontre alors toutes les génératrices de la sur- 
face sur une des nappes qui la composent : l’intersection 
est donc une ellipse. 

Sia=i ( fig- 35) , l’angle BCA est droit; la génératrice 
BC devient parallèle au plan coupant, et la section est une 
parabole. 

Si a est plus grand que i ( fig. 36) l’angle BCA est plus 
grand qu’un droit ; le plan des xy rencontre les deux 
nappes de la surface conique , et l’intersection est un* 
hyperbole. ^ 

Cette équation peut donc , tout aussi bien que l’équa- 
tion ( 2 ), nous donner les équations des différentes courbes 
que nçus avons à discuter; et, comme elle est beaucoup 
plus simple , nous l’emploierons de préférence. 


DU CERCLE. 

g8. En coupant un cône droit par un plan perpendicu- 
laire à son axe, nous avons eu pour l’équation de l’inter- 
section 

y' + x' e= R\ 

Les coordonnées x et y étant perpendiculaires entre 
elles ( fig. 37 ) , V 1 x y A- y' exprime la distance d’un point 
de la courbe à l’origine des coordonnées. L’équation pré- 
cédente montre que cette distance est constante ; ellfc 
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indique donc , par ce caractère , qu’en effet la courba 
proposée est une circonférence de cercle dont le centre 
se trouve placé à l’origine des coordonnées : cette seule 
propriété suffirait pour décrire cette circonférence ; mais 
on peut déterminer de même, d’apres l’équation, toutes 
ses autres propriétés et toutes les circonstances de son 
cours. 

Par exemple , si l’on veut connaître les points où^elle 
coupe l’axe des x , il suffit de faire y = o ;.ce qui est le 
caractère des points situés sur cet axe ; alors 1 équation 
donne 

x = i -R. 

Ce qui nous apprend que la courbe coupe l’axe des x 
en deux points différons , situés de part et d’autre , de 
l’origine des coordonnées , et à une distance R de l’axe 

des y. ' 

De même , en faisant x = o , on aura les points ou 
la courbe coupe l’axe desj: cette supposition donne 

y=z±.R. 

Ainsi ces points sont au nombre de deux , situés de part 
et d’autre , et à une distance R de l’axe des x. 

Pour suivre la marche de la courbe dans les points 
intermédiaires , prenons en général la valeur de y ; elle 
sera 

y =±\/ R* — x*. „ 

Les deux valeurs de y étant égales et de signes contraires, 
la courbe est symétrique au-dessus et au-dessous de 1 axe 
des x. • 

Si l’on suppose x positif, les valeurs tant positives que 
négatives de y iront en décroissant depuis x = o, qui 
donne yzx^zR, jusqu’à x=-J -.R, qui donne,y x=o. Si 
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l’on fait x plus grand que R, y devient imaginaire ; ce qui 
montre que la courbe ne s’étend pas, du, côté des x po- 
sitifs , au-delà de l’abscisse a; ^ + R. 

• Les mêmes résultats se reproduisent en sens contraire du 
côté des x négatifs; et l’on voit de même que la courbe 

lie s’étend pas, de ce côté , au-delà de l’abscisse x = R. 

Llle est donc également symétrique de part et d’autre de 
l’ax» des j, et elle est limitée sur les deux axes à la dis- 
tance R de l’origine. 

99- L’équation proposée peut se mettre sous cette forme 

y — (R + x)(R-x). 

R x et R — x sont les deux segmens dans lesquels l’or- 
donnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est donc 
moyenne proportionnelle entre les deux segtnens. 

ioo. On trouve de même que deux cordes , menées des 
deux extrémités d un diamètre à un même point de la 
courbe , sont perpendiculaires l’une à l’autre. En effet, si, 
par lé point R' , pour lequel y = o et x= — /?, on 
mène une ligne droite inclinée d’une manière quelconque , 
elle aura (32) pour équation 

y = a(x-{- R). 

Si , par le point B , pour lequel y = o et x = -f- R, on 
mène une autre droite pareillement inclinée d’une man ère 
quelconque , elle aura pour équation 

y = a 1 ( x — R ). 

Ces droites ainsi menées arbitrairement , pourraient se 
rencontrer dans un point quelconque; mais, si l’on veut 
que leur point d’interserlion se trouve sur la circonfé- 
rence du cercle, il faudra que leurs équations subsistent 
en même teins et avec celle de cette circonférence , c'esl- 
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a-dire qu’elles soient satisfaites par les menu* valeurs de 
V et de x. Cette supposition donne trois équations entre 
ces deux variables , et par conséquent une de plus qu’il ne 
faut pour les déterminer. On pourra donc, en éliminant 
ces variables , parvenir à une équation qui ne les contiendra 
plus , et qui devra être satisfaite pour que les deux droites 
puissent se couper sur la circonférence : cette équation sera 
évidemment entre les quantités a et a' , qui déterminent 
leur direction. 

Pour l’obtenir , il faut donc combiner ensemble les trois 
équations , 

y = a (* + R ) 

* y = a' (x — R) 

y*=R' — *•» 

de manière à en chasser a; ety'; on y parviendra sans doute 
en prenant les valeurs de ces deux variables dans les deux 
premières équations , et les substituant dans la troisième ; 
mais on arrivera plus simplement au même but , en multi- 
pliant les deux premières équations membre à mepibre ; 
ce qui donne 

y 1 e= aa' ( x ' 1 — Pc ). 

Car pour que ce résultat s’accorde avec l’équation 
y* = R 1 — x* , 

qui est celle de la circonférence du cercle, il suffit que l’on 
ait 

aa 1 — — x ou aa' -f- i = o ; 

c’est-à-dire ( h°.3a) que deux droites qui sont menées par 
les extrémités opposées d’un même diamètre , et qui se 
rencontrent sur la circonférence, sont perpendiculaires 
£’uue à l’autre. 
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ioi. On voit, par cet exemple, que, lorsqu'on doit 
combiner ensemble plusieurs équations pour en éliminer 
certaines quantités , il est quelquefois possible d’abréger 
l’opération par des procédés plus ou moins ingénieux ; 
mais , en profitant de ces artifices pour rendre les calculs 
plus élégans et plus simples , il rie faut jamais voir , dans 
les changemens qu’ils opèrent , que le résultat et l’effet de 
l’élimination. 

Et , comme les divers procédés , que l’on peut employer 
pour éliminer, introduisent quelquefois des facteurs étran- 
gers à la question , ou en font disparaître , il faudra s’assu- 
rer que l’on a réellement trouvé le nombre de facteurs 
convenable; ce qui sera toujours indiqué par le nombre et* 
le degré des équations entre lesquelles on a dû éliminer. 

102. Par exemple , dans le cas précédent, si l’on eût 
d’abord cherché les valeurs d ey et de x au moyen des deux 
premières équations, qui appartiennent aux deux lignes 
droites, on eût trouvé 



En substituant ces valeurs dans l’équation du cercle , et 
réduisant , on trouve 

aa' ( aa ' -j- i ) ~o. 

Cette équation peut être satisfaite de plusieurs manières. 
D’abord , en faisant aa' -J- i =o, ce qui donne le ré- 
sultat que nous avons déjà obtenu par l’autre marche ; 
secondement , en faisant 0 = 0 ou a' — o , ce qui si- 
gnifie que , si l’une des deux lignes est dirigée suivant 
l'axe des x , l’autre ligne peut être menée suivant telle 
direction que l’on voudra. 11 est visible en effet que, dans 
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cette dernière supposition , les deux droites se couperont 
toujours sur la circonférence du cercle , puisqu’elles se ren- " 
contreront à l’extrémité du diamètre ; mais cette solution , 
quoique vraie , était étrangère à la propriété que nous vou- 
lions découvrir : c’est pourquoi nous avons pu nous dis- 
penser d’y avoir égard. 

103. En général, en suivant la marche que nous venons 
d’indiquer , on déduirait de la seule équation du cercle 
toutes les propriétés que démontre la géométrie élémen- 
taire; et la raison en est que ces propriétés sont des résul- 
tats de sa définition , dont l’équation proposée n’est que la 
traduction analytique. 

Réciproquement , en partant d’une des propriétés ca- 
ractéristiques que nous avons démontrées, et reprenant 
d’une manière inverse la marrhe que nous avons suivie , on 
retomberait sur l’équation du cercle , si cette propriété 
ne convenait qu’à lui seul; auquel cas, elle serait équi- 
valente à sa définition. Cela arriverait, par exemple, si l’on 
demandait que l’ordonnée fut moyenne proportionnelle 
entre les deux segmens , ou que les droites , menées des 
deux extrémités de la ligne BB' , se coupassent à angles 
droits sur la courbe ; mais on ne reviendrait pas jusqu’au 
cercle , si l’on choisissait quelqu’autrc propriété qui con- 
vînt en même tems à d’autres lignes. Par exemple, il ne 
suffirait pas de demander que la courbe fût symétrique au- 
dessus et au-dessous de l’axe des a: , ou qu’elle passât par 
les quatre points R, B' , /),!)', parce que , bien que ce 
soient là des propriétés du cercle , il peut y avoir d’autres 
courbes qui en jouissent également. 

104. La forme que nous venons d’examiner n’est pas la 
seule sous laquelle se présente l’équation du cercle ; elle 
varie avec la position de l’origine des coordonnées. Si , par 
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exemple, an lieu de compter les abscisses du point Aÿ 
' nous voulions les compter de l’extrémité II' du diamètre 
EB' , et toujours dans le même sens, alors, pour un * 
point quelconque il/, dont l’ancienne abscisse serait AP, 
la nouvelle serait B 1 P ; et en nommant x' ccs dernières, 
on aurait 

x — x' — R. 

y 

Substituant cette valeur de x dans l’équation 

J' + = R * . 

elle deviendra 

jr* +x r * — 2 Rx' — O. 


Dans celte équation, x = o donne^nro, parce qne 
l’origine des coordonnées est lin point de la courbe. En 
suivant la marche des valeurs qui en résultent pour les 
coordonnées des autres points , on reconnaîtrait pareille- 
ment qu’elle représente une circonférence de cercle, et l’on 
en verrait naître les diverses propriétés. 

Ainsi , V x’+j’ exprimant la distance MB' d’un point 
de la côurbe à la nouvelle origine , et le carré de celte 
distance étant , d’après l’équation même , égal au pro- 
duit du diamètre 2/1 par l’abscisse x' ou B'P , on 
reconnaît cette propriété de la courbe d’étre moyenne 
proportionnelle entre le diamètre et l’abscisse correspon- 
dante. 

xo 5 . L’équation d’une circonférence de cercle devant 
exprimer que la distance des points de la courbe à un 
point donné est constante , elle doit toujours se rappor- 
ter à la formule que nous avons donnée (n°. 21) , pour 
exprimer la distance de dcujc points. Si donc x' , y ' , re- 
présentent les coordonnées du centre de la circonférence , 
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Jt son rayon , et les coordonnées d’un quelconque 

de ses points , on aura toujours 

(*-*')» + (/-y = 

/ v • 

Telle est par conséquent l’équation la plus générale de la 
circonférence du cercle rapportée à des axes rectangulaires. 

L’origine des coordonnées ne se trouve plus placée ici 
comme dans les exemples précédens , an centre même 
du cercle , ou sur un point de la circonférence. En faisant 
y = o pour avoir le point où la courbe coupe l’axe des 
x, un trouve 

* = x' ±: V R' — y 1 '; 

et , en faisant x = o pour avoir les points où elle coupo 
l’axe des jr, on trouve 

y = y' ± V' R' — x''. 

La première de ces expressions devient imaginaire quand 
y' est plus grand que ft, et la seconde , quand x 1 est plus 
grand que R. En effet , si les distances x' , y ' , du centre 
du cercle aux axes surpassent le rayon de ce même cercle , 
il ne rencontre point ces axes ; et il se trouve placé , par 
rapporta eux, comme il l’est dans la fig. 38 , où l’on a 
■supposé x' et y' positifs. 

j* 

En général , les diverses .positions dans lesquelles une 
courbe peut être placée relativement à l’origine des coor- 
données , font paraître son équation sous diverses formes , 
qui peuvent toujours se. réduire les unes aux autres, puis- 
qu’elles ne sont jamais que l’expression analytique de sa 
définition. 

106. Cherchons maintenant l’équation d’une ligne droite 
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tangente au cercle dont l’équation est 

** +y' — *’• 

Soient les coordonnées du point de tangence , 

on aura entre elles la relation 

x"' .p. y//* = R \ 

La tangente étant une ligne droite et passant par ce point , 
son équation sera de cette forme 

y — yH=a(x — x 11 '). 

H ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour cela , nous considérerons la tangente comme une 
sécante dont les deux points d’intersection avec la courbe 
se réunissent en un seul ; et nous emploierons cette pro- 
priété pour la définir. 

Cherchons donc généralement les coordonnées d’inter- 
section d’une sécante quelconque avec la circonférence : 
ces coordonnées doivent satisfaire en même tems aux trois 
équations précédentes ; car les points auxquels elles appar- 
tiennent. se trouvent en même tems sur la circonférence 
et sur la droite. 11 faut donc combiner ces équations en- 
semble, pour en tirer les valeurs des coordonnées par l’éli- 
mination. Or , en retranchant la seconde de la première , il 
vient 

y» — yll* -f- x 1 — x"‘ = o , 
ou 

Cr + j") ( x —y") + 0 e -f- *'0 (* — x ") == °- 

Mettant pour y sa valcurj^+a (x — x 1 ' ) , tirée de l’é- 
quation de la droite , on a 

| 2 .ayH -f- o 1 (x — x ,f ) -J- x + x" } (x — x/') =o. 

Cette équation donnera généralement deux valeurs de 
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x , parce qu’il y a deux points communs à la droite et au 

cercle : une de ses racines est 

» 

x = x 11 , ; 

valeur qui , étant substituée dans l’équation de la droite , 
donne 

y=y"i 

parce qu’en effet le point , dont les coordonnées sont x 11 
et y", est déjà commun à la droite et au cercle : l’autre 
facteur , étant égalé séparément à zéro , donnera 

2 ayU a * ( x — x 11 ) + x x" z= o. 

Cette équation fera connaître l’autre valeur de x, c’est-à- 
dire l’abscisse du second point d’intersection ; mais il fau- 
dra , pour cela , que a soit donné , c’est-à-dire , que la 
direction de la sécante soit connue, et l’on sent en effet que 
ces deux quantités sont dépendantes l’une de l’autre. 

Dans la recherche qui nous occupe , nous ne connaissons 
pas la direction de la tangente , mais nous savons qu’elle 
doit être telle que les deux points d’intersection se réunis- 
sent en un seul : en sorte que , si on Connaissait la valeur 
de a qui lui est propre , et qu’on la substituât dans 
l’équation précédente , la seconde valeur de x , que cette 
équation détermine , serait certainement x 11 , comme la 
première. Par conséquent , si nous mettons x" au lieu de 
x dans l’équation précédente , la valeur de a, qui en résul- 
tera , sera nécessairement celle qui convient à la tangent?. 
Cette substitution fait disparaître le terme multiplié par a‘, 
l’équation se réduit ainsi au premier degré, et devient 


2 ay 11 -J- 2X 11 —o, ; 



Cette manière de déterminer a , en éludant la résolution 
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de l’équation qui contient a 1 , pourrait donner lien , en 
apparence , à quelque difficulté ; car si l’on résolvait direc- 
tement cette équation qui est du second degré, et désignant 
par a' et a* ses deux racines , on trouverait 

, — y + t/ y"‘ — (x -f* & /f ) ( & — x®) . 

x — x 1 / 

q — y 11 — y " 2 — ( x -(- x" ) (a: — x®) _ 

X X " 

Si, dans ces expressions, on suppose x—x" pour les 
approprier particulièrement à la tangente, le numérateur 
et le dénominateur de a' deviennent nuis en même tems , 

on trouve a! = — , dans a" le dénominateur seul devient 
o 

nul , le numérateur se réduit à • — 2 y 11 . et l’on trouve 
2 y u 

oe— — , valeurs qui ne pourraient pas s’accorder 

avec ce que nous avons trouvé par la première méthode. 

Pour résoudre cette petite difficulté , occupons-nous 
d’abord de a ' , multipliant le numérateur et le dénomina- 
teur de la fraction qui l’exprime , par le facteur 

y" + ^ y K — ( x x H ) (a: — x 0) ; cette multiplica- 

tion ne changera rien à sa valeur ; par ce moyen on a 

, y"' — (x-f-x®) (x — x") — y ,,% 

— x"} [y*-^ \Zyll 1 — (x-f-x®) (x — x*) | 

ou 

a ,_ — (* -f x>/ ) (x—x") 

(x — x V (x^f-x®) (x — x") 

Les y n sont donc disparus du numérateur , de plus les 
deux termes sont devenus divisibles parx — x®; effectuant 
cette division qui simplifie a ' , il reste 
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j n + vy>- (*+*//)(*-**) 

Si maintenant dans cette expression on fait x—x", les 

deux termes de la fraction ne deviennent plus —, mais ils 

o 

se réduisent à — 2 .x" et zy" , de sorte que l’on a 

— x" 


C’est précisément la valeur que nous avions trouvée par 
notre première méthode. 

On voit , par cette analyse, que si la valeur de a' s’est 
d’abord présentée sous la forme — , c’est parce que le nu- 
mérateur et le dénominateur de la fraction qui l’exprime 
contenaient implicitement le facteur x — x" , qui s’éva- 
nouit quand x= x". Mais par la transformation que nous 
avons fait subir à cette fraction ayant mis le facteur x — x" 
en évidence , nous avons pu l’en dégager , après quoi les 
deux termes de la fraction ne se sont plus évanouis. L’ana- 
lyse offre souvent des exemples de nuantités'qui se présen- 
tent ainsi sous la forme de — , mais c’est toujours par I’ef- 

o 

fet d’une combinaison analytique pareille à celle que nous 
venons de développer. Et alors , comme dans le cas ac- 
tuel , on ne peut obtenir la véritable valeur de ces quan- 
tités , qu’après en avoir dégagé les facteurs communs qui 
leur font prendre cette forme en s’évanouissant. 

Examinons maintenant la seconde valeur de a , que nous 


27" 


V 


îani 


avons désignée par a". Celle-ci se réduisant à 
* = x" , il 6’ensuit qu’alors — est nul. Or est la 
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cotangentc de l’angle , dont a" est la tangente trigonomé- 
trique. Cet angle ayant sa cotangenle nulle , est donc égal 
ioo° , et par conséquent la seconde valeur de «^appar- 
tient à une ligne droite perpendiculaire à l’axe des x. 

Ce résultat, quoiqu’étranger à celui que nous nous étions 
proposé d’obtenir, est cependant une conséquence des 
conditions analytiques que nous avons établies. En effet , 
nous avons écrit d’abord que la sécante était une ligne 
droite menée parle point de la courbe dont les coordonnées 
sont x",y H . Et comme flous avons trouvé que cette sécante 
avait encore avec la courbe un autre point d’intersection , 
nous avons voulu que re second point coïncidât avec le 
premier. Mais nous n’avons écrit cette coïncidence que 
pour les abscisses, car nous avons dit que l’abscisse de ce 
second point était aussi égale à x ,! , sans rien prononcer 
sur son ordonnée, qtii n’entrait point dans notre équation. 
La résolution générale de celle-ci devait donc , outre la 
tangente, nous donner aussi une ligne droite perpendicu- 
laire à l’axe des x , puisque cette droite satisfait évidem- 
ment aux conditions imposées , de passer parle point donné 
de la courbe , et de la couper encore dans un autre point 
dont l’abscisse soit x 11 . 

Dans la première méthode où nous évitions la résolution 
de l’équation du second degré , nous faisions disparaître le 
terme- c* ( x — x^), en faisant.* — x n nul. Nous exprimions 
par là que la droite ou les droites que nous voulions obte- 
nir, étaient celles qui satisfaisaient aux conditions d’inter- 
section exigées , et pour lesquelles en outre la valeur de a 
n’était point infinie. En général , cette limitation restrei- 
gnait l’équation aux seules valeurs de a , qui pouvaient 
'donner des tangentes à la courbe. Et le résultat n’ayant 
donné qu’une valeur unique , il s’ensuit que pour chaque 
point donné de la circonférence d'un cercle , la tangente 


Digitized by Google 



DU CERCLE. 


»*9 

est-unique aussi. On voit ainsi que la première méthode 
était aussi exacte que l’autre; mais elle était en même tems 
plus élégante et plus directe. 

107. La valeur de a étant déterminée , il ne reste 
plus qu’à la substituer dans l’équation de la tangente , 
qui devient 

xH w 

jr—j* — (x—x«). 

En la réduisant , et observant que les coordonnées x 11 , y !l , 
appartiennent à un point de la circonférence du cercle , on 
peut lui donner cette forme très-simple 

yy n -f- xx H = R’. 

La valeur que nous venons de trouver pour a étant 
unique , il s’ensuit qu’il n’y a , pour chaque point de la 
courbe, qu’une seule droite qui jouisse de la propriété par 
laquelle nous avons défini la tangente : on peut d’ailleurs 
s’assurer à posteriori , que cette définition est exacte ; car 
la droite q«ii en résulte est toute entière hors du cercle , 
excepté dans le seul point qu’elle a de commun avec lui. 

Cela se voit très-simplement au moyen des équations 

yyQ -f- xx 11 = R * 
y« x -f- x f* = jR’ , 

dont l’une appartient à la tangente, et dont l’autre signifie 
que le point de tangence est sur la circonférence du cercle. 
Si l’on double la première de ces équations , et qu'on la 
retranche de la seconde , il vient 

y*’ — 1 yy H — 2 xx" — — R 1 . 

En ajoutant x 1 -f- y 1 à chacun des deux membre* , le 
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résultat pourra se mettre sous la forme 

(y — y" y + — x" )* = x * -f-j* — r *. 

C’est la valeur de a:’ + J'’ — R 2 pour tous les points qui 
sont situés sur la tangente : cette valeur est toujours posi- 
tive, excepté lorsque x = x n et y — y». Par conséquent, 
tous ces points, excepté celui de tangence, sont hors de la 
circonférence du cercle ; car , dans l’intérieur de cette 
circonférence , on a x 2 -f- y' — R‘ < o ; sur la cir- 
conférence même , -f- y 2 — R' = o ; et au dehors , 

*’ +y‘ — A 1 > o. 

108. Une ligne droite , menée par le point de tangence 
perpendiculairement à la tangente , se nomme une nor- 
male. Si nous supposons pour son équation 

y —y" = c' ( x — x"), 

la condition d’être perpendiculaire à la tangente donnera 

y 11 

aa' 4-1=0 ou a' = . 

x u 

Ainsi l’cquation de la normale est pour le cercle t 

y —y" —jj, (*—y"y, 

•u en réduisant , 

yx n — y"x-=r o. 

Cette ligne passe donc par l’origine des coordonnées 
qui est ici le centre du cercle; d’où l’on voit naître cette 
propriété comme dans les élérnens de géométrie , que la 
tangente à la circonférence est perpendiculaire à l’extrémité 
du rayon qui passe par le point de tangence. 

zof). Nous avons supposé jusqu’ici, le point de tangence 
donné sur la circonférence ; regardons - le maintenant 

■ y . . 
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tomme inconnu , et proposons-nous de le déterminer de 
manière que la tangente passe , par un point donné, hors 
du cercle. Soient x', y ' , les coordonnées de ce point ; puis- 
qu’il doit être sur la tangente, il doit satisfaire à l’équation 
de cette ligne ; ce qui exige qu’on ait 

y' y" ~h x> xl/ — R* î 

on a de plus , 

ytr* x ii » = b ». 

Ces deux équations serviront à déterminer les coordon- 
nées x'^y 11 , du point de tangence en fonction de jR , et 
des coordonnées x ', y ' , du point donné. En substituant 
ces valeurs dans l’équation de la tangente et dans celle de 
la normale elles seront entièrement déterminées , et satis- 
feront aux conditions demandées. 

Les équations précédentes étant du second degré , don- 
neront pour x 11 et yü deux valeurs. 11 en résultera par con- 
séquent deux points de tangence ; et l’on pourra mener au 
cercle deux tangentes , qui passeront par le point donné. 

no. Mais, au lieu d’effectuer directement cette élimi- 
nation, et de calculer les valeurs de xU, et de^* par l’ex- 
traction des racines carrées , il sera plus élégant et plus 
simple de chercher à déduire des équations proposées 
d’autres équations équivalentes , mais faciles à représenter 
par la géométrie , et dont la construction donne immédia- 
tement les valeurs cherchées. En effet , c’est un principe 
d’algèbre que l’on peut substituer au système de. deux 
équations deux autres équations qui s’en déduisent. 

Or, si l’on retranche la première équation de la seconde, 
on trouve 

y' 1 ' ~~ y' 'ytt -4 * xl1 * — x> xl> — o ; 

résultat qui peut être mis sous la forme 

■Br' * ' 
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En le cemparant avec l’équation la plus générale du cercle, 
trouvée dans l’art. 125 , on voit que le point de tan- 
gence , qui a pour coordonnées x 11 , y" , se trouve sur une 
circonférence de cercle dont les coordonnées du centre sont 

1 y jç* * 1 ry f * 

— , — , et dont le rayon est y - — Cette circon- 

2 2 r 4 

férence a donc pour diamètre la distance du point donné 
au centre du cercle, ou \/ x ' 1 

Or, le point de tangence doit aussi se trouver sur la cir- 
conférence du cercle donné , et dont l’équation est 

y' % -f- x r= R’. 

Il se trouvera donc en même tems sur ces deux cir- 
conférences, et sera conséquemment donné par leur inter- 
section; ce qui fournit un moyen très-simple de l’obtenir. 
De plus, les valeurs de x 11 et de^* seront doubles, puisque, 
d’après leurs positions, ces circonférences se couperont en 
deux points. 

Cette construction indique même les cas où le problème 
devient impossible : ce sont ceux où le point donné serait 
intérieur à la circonférence du premier cercle, car alors 
les deux circonférences seraient intérieures l’une à l’autre, 
et par conséquent ne se couperaient pas. 

'* Cette circonstance est également indiquée par l’analyse; 
car, si l’on élimine x" entre les deux équations 

. yjr*+ x' x" = JD, y' h + = R’ * 

on trouve, pour déterminer^*, l’équation 

(x ' 1 + r'’)-îRy/=R 1 (x” — R’), 
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qui, étant résolue par rapport ày", donne 

,, + l/ 

J J' 1 K C^'* )" 


La quantité qui est sous le signe radical sera réelle , nulle 
ou imaginaire, scion que l’on aura x'* -j-y'* — R* > o , 
sc ,z -\-y , ‘ x — 11 ' = 0, x '* -f- y’' — R 3 <0. Dans le pre- 
mier cas, il y aura deux points de tangence; dans le se- 
cond, il n’y en aura qu’un seul, dont les coordonnées se- 
ront y 1 et x ‘ ; dans le troisième , il n’y en aura point du 
tout. Aussi , dans le premier cas , le point donné est exté- 
rieur au cercle proposé; dans le second, il est situé sur sa 
circonférence; dans le troisième, il lui est intérieur. 

m. Nous venons de voir qu’en rapportant la circonfé- 
rence du cercle à des coordonnées rectangulaires comptées 
de son centre , son équation ne renferme que les carrés 
des variables y et x , et est de la forme 

y* x’ = R \ 

On peut se demander s’il existe d’autres systèmes d’axes 
rectangulaires ou obliques, par rapport auxquels cette 
équation ait encore la forme précédente. 

Pour nous en assurer , transformons les coordonnées x 
et_y, sans changer leur origine, et substituons-leur d’autres 
coordonnées x ’ , y', dirigées d’une manière quelconque, 
en sorte que Us angles des nouveaux axes avec l’axe des x 
soient te et on aura généralement ( n° 80 ) 

x — x' ços a 4 -y 1 cos a 1 , y—x‘ sin a. -f -y' sin a'. 

En mettant ces valeurs de x et dey dans l’équation pré- 
cédente de la circonférence du cercle, elle devient 

^(cos’a'-l-sinVj+aa/y" (cos« co s , » / + s in«sin«')-f.x ,1 (c os **-f-sin'*«):= : /l I ; 
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ou, en réduisant, 

y 7 -f- 2x y (cos* eos *'-}-sin « sin *' ) -f- x' % = R*. 

La forme de cette équation diffère de celle de la proposée, 
parce qu’elle contient un terme en x' y' \ pour faire dis- 
paraître ce terme, il faut prendre les angles a et a.' , de 
manière que son coefficient soit nul ; ce qui exige qu’on ait 

cos a cos. a! -J- sin et sin tt! = O J 
ou en divisant par cos * cos *' , 

tang a. tang a! -f~ i =: o. 

Ce résultat nous apprend que les deux axes des x' et des y 
doivent être perpendiculaires l’un à l’autre, et il n’y a pas 
d’autre moyen pour que la condition proposée soit remplie. 

212 . Dans les courbes du second ordre, on appelle dia- 
mètres conjugués les systèmes d’axes qui ont la propriété 
de ramener les équations à ne contenir que les carrés des 
variables. Nous verrons bientôt que, dans l’ellipse et dans 
l’hyperbole , il existe de semblables systèmes dans lesquels 
les axes sont inclinés les uns aux autres sous des angles 
obliques ; mais on voit, par ce qui précède , que les dia- 
mètres conjugués dans le cercle sont toujours à angle 
droit. 

1 13. Les divers résultats auxquels nous venons de par- 
venir se démontrent aisément par la simple géométrie ; 
mais j’ai cru devoir les déduire de l’analyse , afin de mon- 
trer comment elle peut les indiquer, et se plier aux diverses 
circonstances que l’on veut examiner : ce n’est qu’en l’ap- 
pliquant d’abord à des recherches faciles, et dont les ré- 
sultats puissent se vérifier aisément, qu’on apprend à en 
faire usage dans les questions plus compliquées. 
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n4- En coupant un cône droit , dont l’angle au centre 
était plus petit que too° , par un plan perpendiculaire à 
une de ses génératrices , et par conséquent de manière à 
rencontrer toutes les génératrices sur une des nappes de la 
surface , nous avons eu pour l’équation de l’intersection 
( n °- 97 ) 

y* -f- a? 1 (1 — zaz'x =o. 

a étant plus petit que i , et les coordonnées x et y étant 
perpendiculaires entre elles , a et z' sont supposées posi- 
tives ; nous avons dit que cette courbe se nomme une 
ellipse. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x (fig. 3g ) ,' 
faisons y = o , il viendra 

X 1 ( i — a 1 ) -f- 2 az' x = o ; 
ce qui donne pour x deux valeurs 

2 az' 

x=o, , x = -» 

i — o’ 


c’est-à-dire que cela a lieu dans deux points différens 
dont l’un est l’origine même des coordonnées que nous 
supposons placée en B , et l’autre est situé du côté des abs- 


cisses négatives , à une distance ■ 


2 az' 


de cette origine. 


Çn faisant ar=o, on aura les points où la courbe coupe 
l’axe des y : cette supposition donne 

y 1 = o ; 

c’est-à-dire que cette rencontre a lieu à l’origine même des 
* 
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coordonnées. De plus, l’équation y* = o donnant deux 
valeurs nullespour j, on peut considérer l’axe des y comme 
rencontrant la courbe en deux points qui se confondent en 
un seul ; c’est-à-dire qu’il lui est tangent. Pour suivre de 
plus près la marche de la courbe , prenons en général la 
valeur dejy, nous aurons 

y—±. V— (t — a*) x' — zaz'x. 

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , la 
courbe est symétrique de part et d’autre de l’axe des x. 

Tant que x reste positif , y est imaginaire , puisque 
t ““ a , a et z , sont des quantités positives j la courbe ne 
s’étend donc pas du coté des abscisses positives , et elle est 
limitée , dans ce sens , par l’axe des y. 

x devenant négatif, on a 

y = ± V — (i — o’) x’ +2az'x. 

Les valeurs de y sont réelles tant que l’on a 


( t — a” ) x 1 < 2 


az'xy 


ou 




Mais elles deviennent imaginaires au-delà de cette limite ; 
car , si l’on a 


* > 


i a’ * 


on en tire 


( i — a’ ) x' > 2 az'x. 


Par conséquent, la courbe ne s’étend, du côté des abscisses 
négatives, que depuis l’origine des coordonnées jusquà l’abs- 
2 az' , 

cisse , ou elle coupe l’axe des x. Alors les deux 

i — a» * 
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valeurs de y deviennent nulles en même teins, et l’ordon- 
née prolongée est tangente à la courbe. Ainsi les deux 
branches qui la composent , après s’être jointes à l’origine 
des coordonnées , s’étendent symétriquement l’une au- 
dessus, l’autre au-dessous de l’axe des abscisses, se rejoi- 
gnent de nouveau sur cet axe, et rentrent ensuite sur elles- 
mêmes : la courbe est par conséquent fermée , comme le 
représente la fig. 3 g. 

1 1 5 . Transportons l’origine des coordonnées en A , au 

2 Cl 

milieu de la ligne , à égale distance des deux 

» , _ a % 0 

sommets Z? , B'. Si AP e st une nouvelle abscisse désignée 
par x ', l’ancienne abscisse sera BP, ou = x, et l’on aura 
toujours 


+ *'• 


Substituant pour x sa valeur dans l’équation de la courbe , 
il vient 

a l z r * 

y x +;( *— «O X ’ x — 


a* 


En faisant y — o , on retrouve 


az' 


1 — a 2 


= ±AB, 


comme cela devait être : mais ici la courbe rencontre en 
deux points le nouvel axe des_y; car en faisant x = o , 
on a 

az' 

Y == — — — : — • 

V 1 — a 2 

C’est la limite de la courbe dans le sens des ordonnées. 

L’équation de l’ellipse prend une forme très-élégante 
quand on y introduit les coordonnées des points dans les- 
quels elle coupe les axes des * et des y. Si l’on fait 
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oe' az' 

~ a V i— a* 


1 — à' — 






ce qui donne 

A'y % + B 2 x* = A ' B \ 

Les quantités 2 A et 2B se nomment les aares , et le point A 
le centre de l’ellipse. Lorsque son équation se trouve rame- 
née à cette forme , les coordonnées étant rectangulaires , 
on dit qu’elle est rapportée au centre et à ses axes. Si ces 
axes sont égaux , on a simplement 

y' -f- x 2 = A * , 

équation d’un cercle. Le cercle est donc une ellipse dont 
les axes sont égaux. On voit même , d’après l’équation de 
l’ellipse, qu’elle est également symétrique, comme le cercle, 
dans les différens quadrans. A mesure que nous avancerons 
dans l’examen des propriétés de ces courbes , nous recon- 
naîtrons de plus en plus leur analogie. 

116. Pour distinguer les deux axes de l’ellipse, on a 
coutume d’appeler l’un le premier ou le grand axe , et 
l’autre le second. Il suffirait de changer^ en x et récipro- 
quement dans l’équation de cette courbe, pour que le pre- 
mier axe devînt celui des ordonnées , et le second celui 
des abscisses ; on aurait alors 

A* x' + B*y* — A‘B\ 


L’équation de l’ellipse ne change donc pas de forme lors- 
qu’on la rapporte à scs axes , quel que soit celui d’entre eux 
qu’on prenne pour l’axe des abscisses. 

117. Toute droite, telle que mAM , menée par lé centre 
de l’ellipse , et terminée de part et d’autre à cette courbe t 
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sc nomme un diamètre : il est aise de voir que les 
diamètres se trouvent tous divisés au centre, en deux parties 
, égales. C’est une conséquence de la forme symétrique de 
la courbe. 

zB' 


118. La quantité 


se nomme le paramètre de la 


courbe : c’est une troisième proportionnelle aux deux axes. 
D’après les expressions précédentes, elle est égale à zaz ' . 
Si l’on se reporte à l’art. 97 et à la fig. 34 -, on se rappellera 
que az' est la distance AD de l’origine des coordonnées att 
point où l’axe du cônè rencontre le plan desxy, car le 
triangle ADC est rectangle ; c’est donc le double de cette 
distance qui est le paramètre de l’ellipse. 

. 2fl 

Pareillement - , est la tangente trigonométrique 

de l’angle au centre du cône; car cet angle est double de 
celui que forment les génératrices avec l’axe. ——— est 

donc la distance du point où le plan xy rencontre la pre- 
mière génératrice qui se confond avec l’axe des r, jusqu’au 
point où il coupe la génératrice opposée ; et voilà pour- 


quoi cette quantité 


exprime la distance des deux * 


sommets de la courbe. ' 

11g. En introduisant les expressions des axes A et B 
’ dansj’équation 

• y 1 + x 1 ( 1 — a a ) — 2 az'x ss o , 

où l’origine des coordonnées est au sommet B' de la 
courbe, elle devient 

• * 

A' y* -f- 2?’ ar 1 = *lB'Ak , * 

et peut se mettre sous la forme p 

B' 

y* = — (2 Ax — x'). » 

’ A * v 

• . » 


e 
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Si Jonc on désigne par x' y' , x" yV , les coordonnées de 
deux points quelconques de l’ellipse , on aura 

y'* x' ( 2 A — x' ) 

y n% x 11 ( 2 A — x* ) ’ 

c’est-à-dire que les carrés des ordonnées sont entre eux 
comme les produits des distances du pied de ces ordonnées 
aux sommets de ta courbe. 

i'j. 0 . L’équation de l’ellipse, rapportée à son centre et 
à ses axes , peut être mise sous cette forme 

B' . 

Si , du point A , comme centre avec un rayon AB égal 
à A (fig. 4 o ) , on décrit une circonférence de cercle , son 
équation sera 

y'=A'—x'; 

d’où il suit qu’en représentant par y et Y les ordonnées de 
l’ellipse et du cercle qui correspondent aux mêmes abs- 
cisses , or» aura généralement . 



Suivant que B sera moindre ou plus gran’d que A, jr sera 
moindre ou plus grand que Y. Par conséquent, si., du 
centre de l’ellipse , avec des rayons égaux à chacun de ses 
axes, on décrit deux circonférences de cercle, l’ellipse 
comprendra la plus petite, et sera comprise dans la plus 
grande (fig. 4o). 

11 suit'de là que les deux axes de l’ellipse sont, l’un le 
plus grand , l’autre le plus petit de tous ses diamètres. 

Kn vertu de la rclatio^ précédente, il suffit , pour trou- 
ver les ordonnées de l’ellipse, quand on connaît celles do 


«■ . . 

#• $ 
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cercle décrit sur un de ses axes, de diminuer ou d’augmen- 
ter, ces dernières dans le rapport de B à A : cette propriété 
donne plusieurs moyens de décrire ^utie ellipse par points , 
lorsqu’on connaît les deux axes. . 

121 . Du point A, comme centre , et avec les rayons AB, 
AC , égaux aux deux demi-axes A et B , on décrira deux 
circonférences de cercle (fig. 4.0) : ensuite on mènera un 
rayon quelconque ANM , et on abaissera du point M une 
perpendiculaire MP sur l’?xe AP : menant ensuite NQ 
parallèle à AB, le point Q sera à l’eMipse, car il est visible 
que 

■'B -a™' 4** 


Seconde manière. D’un point quelconque D , pris sur le 
petit axe GO , et d’un rayon égal à la différence A — 1+ 
des deux demi-axes , on décrira un arc de cercle qui 
coupera BB' en O (fig; 4 1 )• Par l es points O et D , on 
mènera 01) , et l’on fera DM = AB — A : le point M 
sera à l’ellipse. 

Car, si, du point D , comme centre, l’on de^W le cercle 
ME , dont le rayon DM =zA , on aura 

MO=B et PM = 4S- QM— ~r Q M - 
DM v A x - 

DM peut être une règle dont la longueur est A , et sur 
laquelle on marque un point O , tel que MO = B. En 
faisant mouvoir cette règle dans l’angle" BAC' , le point M 
décrira un quart de l’ellipse demandée : on aura les autres 
parties de l’ellipse en plaçant la règle dans les autres 
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sur l’ellipse , la valeur de l’ordonnée y est donnée par 

l’équation 

y' C^*'-**) » 

pour un point, situé hors de l’ellipse, mais relativement 
auquel l’abscisse a: serait la même , la valeur de y 1 serait 
plus grande : on pourrait donc la représenter par l’ex- 
pression 

* y' = ^ (J 1 — * 1 ) + n\ 


n’ étant une quantité, positive. Au contraire, pour un point 
situé dans l’intérieur de l’ellipse, la valeur de .y 1 serait plus 

petite, et prendrait la forme 


Ainsi , en faisant évanouir 
que l’on aura toujours, 

Hors i^J’ellipsc , 

Sur l’®pse , 

Au dedans de l’ellipse , 


le dénominateur yi’ , on voit 

. * , 

. y ♦ 

Ay* — A'B' > o 

Ày> _|_ B'x* — A* B* = o 
Ay * -+• B x' — A X B X < o. 


* Par conséquent , pour savoir si un point est extérieur a 
l’ellipse , s’il est sur cette courbe , ou s’il lui est in 
térieur , il suffira d’observer le signe de la quantité 
t_ B'x* A 2 JB 1 . Cette propriété nous sera fort utile 

J ~ . § 
dans la suite. 

12.3. 'Si, parle point B' (fig. 4*) > P our lequel y =o , 
et x=—A, on mène une ligne droite inclinée d’une 
manière quelconque , elle aura pour équation (oo) 


•— a {x A). „ 


t 
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•n mène une autre ligne droite pareillement inclinée d’une 
manière quelconque , son équation sera 

y = a> (x-A). 

Supposons que l’on demande que ces droites se coupent 
sur l’ellipse : il faudra , pour cela , que leurs équations 
puissent subsister en même teins et avec celle de cette 
courbe ( 100). Or, en les multipliant membre à membre , 
elles donnent 

y' = — an' ( A ’ — x 1 ); 

et. pour que ce résultat s’accorde toujours avec l’équation 


y'—~7* (-4 1 "“■** )î 


il faut qu’on ait 


ce qui établit une relation constante entre les angles que 
forment avec le plus grand axe les cordçs menées de ses 
extrémités : cette rclatioh ne dépend qu 4 ^u rapport des 
axes. Dans le cercle, qui est une ellipse dont les deux axes 
A el B sont égaux entre eux , on a 


et les cordes supplémentaires Vy coupent à angles droits , 
comine nous l’avons vu dans l’art. 100. 

11 est visible d’ailleurs qu’en effectuant directement l’éli- 
mination , comme dans l’art, ici , on trouverait de 
même, outre la condition précédente, l’équation oa' = o , 
qui signifie qu<f les droites pourraient encore se couper sur 
l’ellipse, si l’une d’elles coïncidait avec le grand axe 
mais celte relation, quoique vraie , est particulière à celte 
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position : elle est par conséquent étrangère à la propriété 
générale que nous nous proposions de découvrir. C’est 
pourquoi nous pouvons nous dispenser d’y avoir égard. 

Réciproquement , lorsque Cette équation a lieu entre les 
angles que forment deux droites avec l’axe des abscisses , 
ces droites sont des cordes supplémentaires d’une ellipse 

dans laquelle le rapport des axes est égal à — , c’est ce 

qu’il «st aisé de voir en reprenant le calcul précédent d’une 
manière inverse. 

Ces considérations nous conduisent à une propriété assez 
curieuse de l’ellipse. Imaginons que , sur son grand axe , 
comme diamètre , on décrire une circonférence de cercle : 
cette circonférence sera extérieure à l’ellipse ; et les lignes , « 
menées de ses points aux extrémités du grand axe, fonde- 
ront entre elles des angles droits. Par conséquent , lès 
cordes supplémentaires, menées d’un même point de l’cl — . 
lipse , feront entre elles des angles obtus , puisque leur 
sommèt sera intérieur à la circonférence. 

En faisant la même construction sur le petit axe, les 
propriétés ser^P inverses , puisque la circonférence sera 
intérieure à l’ellipse ; tous les angles formés sur cet axe par 
les cordes supplémentaires seront aigjus. 

Et il est facile de prouver que , de toutes les cordes sup- 
plémentaires que l’on peut mener aux extrémités des axes 
d& l’ellipse, celles qui se coupent au sommet du petit axe 
forment entre elles l’angle le plus grand , et celles qui se 
coupent au sommet du grand axe forment l’angle le plus 
petit. Ces propriétés se démontreraient facilement en cher- 
chant l’expression analytique de l’angle formé par deux 
cordes supplémentaires. Je laisse cette recherche à faire aux 
élèves qui voudront s’exercer. 

j 24- A mesure que nous avançons dans l’examen des 
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propriétés de l’ellipse, nous voyons paraître une analogie 
frappante entre cette courbe et la circonférence du cercle. 
Guidés par cette analogie , cherchons à la rendre complette 
en comparant de plus en plus ces deux courbes dans leurs 
diverses propriétés. « 

Le cercle en offre une bien remarquable ; c’est que les 
distances de tous ses points à son centre sont égales entre 
elles. 11 est évident que cette propriété n’a plus lie.u dans 
l’ejlipse i mais quelle est celle qui lui répond ? et comment 
pourrons-nous la découvrir ? 

f 

•Nous y parviendrons en considérant l’ellipse comme une 
sorte de courbe à deux centres , qui ne jouissent point , 
chacun en particulier , de la propriété attachée au centre 
du cercle , mais qui en jouissent , pour ainsi dire , en 
commun. A cet effet, considérons deux points quelconques 
F, F' (fig. 43) situés sur le premier axe de l’ellipse , à égales 
distances de son centre ; et menons de ces points à la courbe, 
les rayons FM, F'M, FM' , F'M' . Ces rayons seront en 
général inégaux , et , de plus , ils varieront en sens con- 
traire; c’est-à-dire que ceux qui partent du point F dimi- 
nueront quand les autres augmentent , et réciproquement^* 
Or, d’après la nature de l’ellipse, il est possible de choisir 
les centres FF' de manière que ces accroissemens et ces 
diminutions opposés soient égaux entre eux; de sorte qu’en 
désignant par D , 1)' les rayons FM, F'M, leurs valeurs 
soient t^^ours de la forme 

- D=za-\~z, D 1 — a — s, 

a étant constante , et z variable. Alors ce n’est plus la dis- 
tance à un centre qui reste la même pour tous les points de 
la courbe , c’est la somme des distances aux deux centres, 
laquelle est égale à 2 a. 


4 


f ’ 
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Pour développer cette propriété par le calcul nommons 
2.c la distance FF' des deux centres ; et désignons toujours 
par x et y les coordonnées du point M , on aura 


JP =y* 4- ( je — tr)* 

:r’ + (* + 0*. 

En développant ces expressions , et y substituant pour .y 2 


B 


sa valeur f ? 1 — , elles deviennent 


= JB’ -f- c' — a ex 4- 


A î — B % 


A 2 — B 2 

i D ,2 = B 2 4* c ’ 4* 2 CJC 4* — • **• 

yï 2 

Ces valeurs de Z) , D' , sont variables : pour savoir s’il est 
possible qu’elles se réduisent à la forme 

D —a— z 
B 1 = e 4* z t 

( , , 

il faut substituer ces expressions dans les équations précé- 
dentes , qui deviennent 

A‘ — B 

a 2 — 4- z’ = B* 4- — 2 <ra: 4 ; • x* 

». 1 ^ r A* 

A 1 -rB* 

a? 4- 4 - z* = B* c' -f- 2 ex -] — . x ’ J 


et il ne restera plus qu’à déterminer a etz, d’après ces 
équations, de manière à satisfaire aux conventions déjà 
faites sur ces quantités. s ^ 

Or , si l’on compare entre elles les quantités constantes 
qui se trouvent dans les de^t membres de ces équations , 
on a , d’une part, a’, et dW’autre, B * 4- c *• Ainsi , pour 
que les équations puissent être satisfaites, quelles que soient 
les valeurs de ar, il faut d’abord que ces qfiaiitités^ indé- 
pendantes de x , soient égales entre elles; ce qui donne lit 
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a* = B 1 + c’ 


j3y 


Alors les deux équations se réduisent aux suivantes 
A'— B* 


Z* — 2 az : 


** 2 az = 


A 1 — B ’ 


X’ 2 CX 


. x* + 2 ex. 


En les retranchant l’une de l’autre, on trouve 

- ' ' ‘ t 

4 «Z = 4 c * » 

d’où 


La forme de la variable z se trouve ainsi déterminée , et 
l’on voit qu’elle est essentiellement rationnelle en x s en la 
substituant dans les deux équations précédentes , elles se 
réduisent à une seule , qui est * 



qu^ ne peut être satisfaite indépendamment de x qu’en 
faisant * 

c % A' — B % 

a? ~Â X * 

* i 

Cette condition , jointe à la précédente 

i"*. , 

o* ~B* -j- 

* 

déterminera les deux quantités constantes a et c. Ce» indé- 
terminées suffisent donc pour rendre identiques les deux 
équations proposées; mais , pour que l’on en puisse tirer 
des résultats géométriques, il faut encore que les valeurs 
de a et de c soient réelles ; et c’est ce que l’on verra en 
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cherchant, parles deux conditions précédentes, les valeurs 

de cçs quantités. 0 

• c 1 

Or, en tirant de la seconde la valeur de — , on a . 

a* * 


c’ 

a» 


A' — B* 


Cette expression , comparée à la première , donne sur-le— 
, champ 

a» = A' ; 

d’où 

a s=± A', 

d’où résulte pour c la valeur 

c—± \/ A x — B\ 

Ce résultat sera toujours réel , lorsque A sera plus grand 
que B. 11 y aura donc réellement sur le grand axe de 4’el— 
lipse deux centres qui jouiront de la propriété que nous 
leur avons supposée; piais le second axe n’en donnera pas 
d’analogues. On a trouvé d’ailleurs, par ce qui précède , 

ex 

z = — . • 

a 

La valeur de z sera doue aussi complettement déterminée , 
et les expressiorisjle D et D' deviendront 


io ns, d e 


a=^-5,- 

. ir— ±a + ~. 

A 

Ces valeurs se réduisent à Hfc A , lorsque x est nul; mais-, 
domme elles expriment les distances des points de la courbe 
aux points F, F', elles ne doivent jamais prendre de valeurs 
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négatives. Il faut donc nous borner au signe supérieur dans 
l’expression de a; ce qui donne 



ex 

D - A +Â 

= ± V A* — Ü\ 


La valeur de c qui exprime la distance des points F, F' $ 
l’origine , est très-facile à construire ; il suffit ( fig. 43 ) de 
décrire, de l’extrémité du petit axe, comme centre, une 
circonférence de cercle dont le rayon soit égal au demi 
grand axe A de l’ellipse. Cette circonférence coupera le 
grand axe en deux points , qi^^eront F et F' : ces points 
se nomment les Foyers de F ellipse', leur distance c au 
centre de la courbe se nomme l’ Excentricité. Quand y^=J5, 
la valeur de c est nulle ; les deux foyers se réunissent en un 
seul , placé au centre de la courbe , et l’ellipse se réduit à 
un cercle. 

On voit , par ce qui précède , que la somme des dis- 
tances d’un point quelconque de F ellipse à ses deux foyers 
est constante et égale au grand axe ; de plus , chacune 
de ces distances s'exprime rationnellement en fonction de 
l’abscisse qui lui correspond. Enfin les Joyers de l’ellipse sont 
les seuls points qui jouissent de ces propriétés. 

Si l’on voulait se borner à vérifier ces résultats , en les 
démontrant à posteriori , il suffirait de donner, dès l'a- 
bord , à c la valeur \/ A‘ — B'; et, substituant immédiate- 
ment cette valeur dans les premières expressions de U et 
de D' , elles deviendraient 

/îj r’ * f cx \ 1 

IP—y'f-^x-cy^B’ — ~-fx-’- 2 cx+A'-B’==)A-—> • 




% 
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jB’x’ f cx\ \ 

# 

ce cjui donne , en extr^ant la racine carrée , 

D = A-^-, D' = A+j ; 

d’où l’on voit en effet qu’elles se réduiraient d’elles-mêmes, 
par cette substitution , à la forme rationnelle sous laquelle 
nous venons de les obtenir. 

* II est également facile de voi r qu’en faisant.r=± 'J A - V* 

, b* , ; 

dans l’équation de 1 ellipse , on trouve^ — rt j c est-a- 

dirc que , dans l’ellipse, la double ordonnée, qui passe par 
le foyer , est égale au par^pètre. 

125. Les propriétés précédentes donnent un moyen 
sifriplc et commode pour décrire une ellipse quand on con- 
naît son grand axe et la position de ses foyers. 

On prendra du point Z? (fig. 4-3) une longueur quelconque 
BK sur l’axe BB’\ du point F comme centre, avec BK 
pour rayon , on décrira un arc de cercle ; du point F 1 , 
comme centre avee B' K pour rayon , on décrira un autre 
arc de cercle ; le point M , où ces arcs se coupent , appar- 
tient à l’ellipse. 

Il est avantageux de décrire les arcs de cercle au-dessus 
et au dessous de l’axe : par ce moyen, on trouve à, chaque 
opération deux points de l’ellipse, et l’on en obtient quatre 
quand on porte successivement la même ouverture de 
Compas à chacun des foyers. 

Cette méthode est la plus expéditive que l’on connaisse 
pour décrire l’ellipse par points : il est visible qu’on peut 
l’employer lorsqu’on connaît les deux axes, puisqu’alors on 
trouve aisément la position des foyers. 
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Elle a cependant un léger inconvénient, c’est de ne pas 
donner les points de l’ellipse pour des abscisses détermi- 
nées; ce qui est quelquefois nécessaire : mais alors on peut 
* trouver ces points par les autres procédés que nous avons 
décrits. , » 

Lorsque l’ellipse doit être fort grande , comme cela a 
lieu lorsque l’on opère sur le terrain, on fixe aux foyers les 
extrémités d’un cordeau dont la longueur est égale au grand 
axe, et que l’on tend parle moyen d’un piquet; on fait 
glisser ce piquet de, manière que le cordeau soit toujours 
tendu, et la courbe ie trouve tracée quand il a fait ainsi 
une révolution toute entière. 

126. Occupons-nous maintenant de mener une tangente 
à l’ellipse , dont l’équation est 




Ay -f- B'x' = A*B\ 

Soient x 11 , yH , les coordonnées du point de tangence ; 
elles vérifieront la relation • 


Ay'/' -f- B'x »* = A'B\ • 

♦ 

La tangente étant une ligne droite , ,et devant passer par co 
point , son équation sera de cette forme 

. • -J 

• y —y u = a C* ~ x " )• 


Il ne reste plus qu’à déterminer a. 

Pour y parvenir , nous chercherons les points où cette 
droite considérée comme une sécante , rencontre la 
courbe ; et nous écrirons qu’ils se réunissent en un seul. 
Dans ces points, les trois équations précédentes ont lieu en 
même tems : retranchant les deux premières l’une de 
l’autre , on a 

A 1 (y— y") (y-f-.J'O (x—x 1 ') = o. 
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En mettant pour y sa valeur -f- a (x — x" ) , tirée de 
l’équation de la droite, on trouve 

(x — x") [A 1 (x — x^)) -{-B 2 (x-f-x//)} = «.* 

Une des racines de cette équation est * 

« 

x — X*! , et donne y —y 11 , 

parce que le point donné est commun à la tangente et à la 
courbe : supprimant le facteur (x — x w ), il reste 

• • 

A 2 (zayiï-j-a' (x — x^)) -( -B* (x-J-x®) c= o. 

Pour que la droite soit tangente , il faut que la fécondé 
valeur de x soit x * , comme la première , ce qui exige 
qu’on ait 

B’x* *« 


A'aÿV B'x^ = o ; 


Ayir 


En substituant cette valeur dans l’cquation de la tangente 
à l’ellipse, elle devient 


y — y 

ou , en réduisant , 


B'x" 
A‘ y'» 


( x — x 11 ) ; * 


B'yy» + B'xxH — A*B*. 

Comme il n’y a qu’une seule valeur de a , 'on ne peut 
mener, par chaque point d* l’ellipse, qu’une seule tan- 
gente à cette courbe. 

127. On peut ici, comme dans le cercle, prouver que la 
droite ainsi déterminée est toute entière hors de l’ellipse ; 
sar, si l’on reprend les équations 

¥ A’yyff B’ xx 11 = A’B 1 

Ay»\ + B'x H * zxA'By . 
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et qu’on retranche de la seconde le double d^la première, 
le résultat pourra être mis sousfa forme 

y*» y—ji/y 4. B' (x — x*) 1 =Ay‘‘-\-B' , x‘ 1 —A‘B\ 

La quantité Ay ’ -f- J 5 ’x a — A* B 1 est donc constamment 
postfive pour tous les points de 1^ droite, excepté pour 
cejyi dont les coordonnées sont.x^ et y U : tous Ces points , 
excepté celui de tangence , sont donc situés hors de l’el- 
lipse. ' • f 

128. Si par le centre et par le point de tangence , on 
mène un diamètre , sou équation sera de la forme 

y = a'x. 

„ * 

La condition dè passer par le point de tangence donnera 


d’où 


y " = iïx" ; 

yll 

* 


On vient de voir que la valeur de a , qui convient à la 
tangente , est • 

B- x» 

a — A''y > ’ 


En multipliant l’une par l’autre les deux valeurs de a et 
de a' , on trouve 

; b* 

A 1 

Ce résultat , étant conforme à la condition obtenue dans 
l’art. 123 , nous apprend ( fig. 44 ) que la tangente et le 

(Samètre qui passe par le point de tangence ont la pro- 
priété d’être les cordes supplémentaires d’une ellipse dont 

le rapport des axes est-^-, comme dans l’ellipse proposée. 
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Ceci fourbit un moyen très-simple pour déterminer la 
direction de la tangente ; <*ir, si l’on tire deux cordes sup- 
plémentaires quelconques , et qu’on désigne par «, *' les 
tangentes trigonoinétriques des angles qu’elles font avec 
l’axe , on aura toujours entre elles la relation 



« 


On peut mener une de ces corde? parallèle au diamètre qui 
^asse par le point de tangence, alors on aura 


d’où résulte aussitôt 


<t s= a ; . ‘ 

c’est-à-dire que l’autre corde sera parallèle à la tangente. 

129. Ainsi, pour mener une tangente à l’ellipse par un 
point il/ donné sur cette courbe (fig. 44) 1 ü f aut njener , 
de ce point au centre , le *diainètre AM : par l’extrémité 
B' de l’axe BB ', tirer la corde jB' 2 V parallèle kAM ; MT , 
parallèle à BN , sera la tang(*nte demandée. 

On voit, par cette construction même, que, si • l’on 
mène le diamètre AM' parallèle à la corde BN , ou à la 
tangente il/T, la tangente de l’ellipse au point il/' sera 
parallèle à la corde Zi'iV, ou au diamètre AM. 

1 3 0. Lorsque deux diamètres sont disposés , comme les 
précédons, de manière que chacun d’eux soit parallèle a 
la tangente menée à l’extrémité de. l’autre, on les nomme 
conjugués ( ftg. 4q). L’angle iWjlM' , formé par deux dia- 
mètres conjugués , est évidemment égal à celui des deux 
cordes supplémentaires menées par les extrémités du pre- 
mier axe, parallèlement à ces diamètres. 

Et cette définition s’accorde avec celle de l’art. i 37 ; 
car nous prouverons tout-à-l’heure que l’équation de 
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l’ellipse, rapportée à ses diamètres, conserve la même 
forme que par rapport à ses axes. 

i3i. L’équation de l’ellipse étant <de même forme par 

rapport à ses deux axes , les propriétés que nous venons 

de démontrer seront communes à l’un et à l’autre , et l’on 

* pourra leur appliquer la même construction relativement 

aux cordes supplémentaires. 

• . # 

i3a. Pour avoir le point où la tangente rencontre l’axe* 
des x (fig. 45) , il faut supposer y= o dans son équation , 
qui donne alors 



c’est la valeur de AT. En retranchant AF ou x" , on aura 
la distance PT du pied de l’ordonnée au point où la tan- 
gente rencontre l’axe des abscisses. Cette distance se nomme 
Soutangente; son expression est ici 


PT = 


A ’ — x"' 


Cette valeur est indépendante du second axe B ; elle est 
donc la même pour toutes les ellipses qui ont le même 
premier axe A, et qui sont concentriques avec celle que 
nous considérons : elle convient par conséquent au cercle 
décrit du point A , comme centre , avec un rayon égal au 
deiiii grand axe. Ainsi , en prolongeant l’ordonnée MP de 
l’ellipse jusqu’à sa rencontre avec le cercle en M ' , et me- 
nant à ce point la tangente M'T, MT sera la tangente à 
l’ellipse au point M. 

Cette construction s’appliquerait également au second 
axe , sur lequel l’expression de la soutangente serait indé- 
pendante de la valeur du premier. 

i33. Les formules précédentes peuvent encore être 


10 
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employées lorsque la' tangente doit être menée par un point 

extérieur à l’ellipse , et dont les coordonnées sont connues. 

En effet, en les supposant représentées par , ÿ , elle* 
doivent vérifier l’équation de la tangente; ce qui donné 

, . ' r * 

A’y'y" + B'x'x" = A'B'- 

On a , de plus, le point de tangence étant sur Pellipse , 

* Ay'" -f B'x'i*=A'B\ 

En regardant x" , y" , comme inconnues, ces deux équa- • 
tigns suffiront pour les déterminer , et on substituera en- 
suite leurs valeurs dans l’équation trouvée ci-dessus pour # 

la tangente, 11 est facile de déduire de ces formules un 
résultat analogue à celui que nous avons obtenu dans 
l’art, no pour le cercle. De plus, en éliminant y u entre 
. elles, on trouve 

(Ay* +B*X , ‘) xi'—zA'B'x’x'i—Ai (y*— B') = o. 

Gette équation, qui est du second degré, donnera pour x" 
deux valeurs; et ces valeurs seront réelles lorsque la 
quantité 

AWx'* + A'< { (/* — B ') W + } » 

qui entrerait sous le signe radical, sera positive. Or, en 
réduisant cette quantité , elle devient 

Ay* ( Ay* + 'B % x'*~ A'B % ). 

Ainsi lés deux valeurs de x« seront réelles lorsque la 

quantité A*y + & ~ A ‘ sera P 0sltive “""Jî* ’ . 

c’est-à-dire lorsque le point donné sera situé hors de 1 el 
üpse , ou sur cette courbe. Dans ce cas , chaque valeur 
réelle de x" donnera une valeur de y !/ également reelle ; 
il y aura donc deux points de tangence. Ainsi , par un •*. 

" “ • t 
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point donné hors de l’ellipse , on peut toujours mener 
deux tangentes à cette courbe , et on n’en peut mener da- 
vantage. Nous aurons bientôt des moyens faciles pour les 
construire géométriquement. 

i34- Occupons-nous maintenant de mener une normale 
à l’ellipse : puisque cette normale est une ligne droite qui 
passe par le point de tangence , son équation sera de la 
forme ■ 

y— y" —a' ( x — xH'). 

\ 

•Mais, de plus, elle doit être perpendiculaire à la tangente, 
pour laquelle on a * ' 

B 1 xN 

• ÂP‘ ÿ«' 

Il faut donc qu’il existe entre a et a' la relation 


qui donne 


aa' - f- i = o 


A % 


B 1 x" 

Alors l’équation de la normale deyient 


A 


y— y"— -fr.— (*-**)• 

Pour avoir le point où elle rencontre l’axe des », il faut 
supposer^ nul ; et elle donne alors (fig. 46 ) 

A 2 — 


C’est la valeur de AN : en la retranchant de AP , qui est 
représente par x 1 * , on aura la distance du pied de l’ordon- 
née au pied de la normale. Cette distance se nomme Sou_ 
twrmale; et, d’après l’expression précédente, on trouva 
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• pour sa valeur 
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On aurait obtenu immédiatement ce résultat en prenant 
la valeur de * — x" dans l’équation de la normale , après 
y avoir fait y nul. Cette valeur est positive on négative , 
en même teins -que * 7/ , et le signe qu’elle prend indique 
sà position par rapport à l’origine. Cette remarque s’ap- 
plique auisi à la soutangente. 

i d 5 . Les directions de la tangente et dé la normale dans 
l’ellipse ont un rapport remarquable avec celles des lignes 
menées des deux foyers aux points de tangence. Nous 

allons examiner ces propriétés. _ 

Si , du foyer .F, pour lequel y = o, et x = v A* *— B 
( fig. 46 ) > on mène une ligne droite au point de tangence, 
son équation sera de la forme # 

y — y» 5= a (x— -x*). 

Si l’on fait , pour plus de simplicité , VOÏ* — B' = e , 
la condition de passer par le foyer donnera 

' . _ y" ' 

c — xV 

La tangente à l’ellipse ayant pour équation (n*. 126) 

V B’x u 

y—y«z=a {x — xH) t a == — — — , 

l’angle FMT, qu’elle forme avec la droite menée du foyer, 
' aura pouAangente trigonométrique (n°. 17) 

a — et 

• I a a , 

( 1 . 

ou , en mettant pour o et « leurs valeurs , 
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'A'yl* 4 - B' x"° — B' ex" 
A‘ cy" — (A* — B 1 ') x"yt 9 




cette quantité se réduit à 

* Jl 

c y t 


en observant que U point de tangence est sur l’ellipse , et 
que A k — B' = c\ 

Pareillement, si de l’autre foyer F', pour lequel y— o, 
«t x — — c, on mène au point de tangence une ligne 
droite , elle aura pour équation 


y — y" — a.' (x — xi 


C X 11 


L’angle F' MT de cette droite avec la tangente à l’ellipse 
aura pour tangente trigonométrique 

a — *' . ,, . , B » 

— ; r i qui se réduit a - 

i-j -au' n cy" 

quand on y met pour a et a 1 leurs valeurs. 

Les angles FMT , F’MT , ayant leurs tangentes trigo- 
nométriques égales et de signes contraires, sont supplément 
l’un de l’autre : ce qui donne 

FMT + F' MT =200° y 

et , comme on a aussi 


il en résulte 


F’MT+ F'Mt. = ioo° ; 


FMT = F' Mt, 


Ce qui nous apprend que , 'dans i ellipse , les droites me~ 
nees du point de tangence aux deux foyers font avec la 
tangente , et du même côjf de cette ligne, des angles égaux . 
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II suit de là que la normale divise en deux parties égales 
l’angle formé par les deux rayons vecteurs menés des 
foyers à un même point d%la courbe. 

i 36 . Cette propriété fournit une construction très-simple 
pour mener une tangente à l’ellipse par- un point cftmné. 

Supposons d’abord que ce point soit sur l’ellipse. 

On mènera les rayons vecteurs FM, F' M (fig. 47); or* 
prolongera l’un des deux, par\xemplc, F'M , d’une quan- ^ 
tité MK égale à FM. Joignant K et F , la ligne MT, per- 
pendiculaire à FK , sera la tangente demandée; car, d’a- 
près cette construction, les angles 771 /F, T MK , F'Mt , 
sont égaux entre eux. 

On peut aisément s’assurer qu’en effet la droite MT ne 
rencontre la courbe qu’au point M ; car, pour tout autre 

point t de cette tangente , on aurait 

• * 

Ft + F't > F' MK; 


et, comme F' MK— 2 A, le point ^u’appartientpasàl’ellîpsé. 

Si le point donné est extérieur à l’ellipse, et situé, par 
exemple, en t , du point F', comme centre avec un rayen 
égal au gran'd axe 2. A, on décrira un arc de cercle; du 
point t, comme centre avec un rayon t F, on décrira un 
autre arc de cercle qui coupera le premier en K. Menant 
F'K , le point M sera le point de tangence, et, joignant 
M et t par une ligne droite, on aura la tangente demandée. 

En effet, d’après cette construction , t F—t K , de plus, 
F'M -f- MF— 2 A, c&F'M -f- MK= 2. A: on a donc 

MF= MK. 


La ligne Mt est donc perpendiculaire sur le milieu de FK r 
donc les angles FMT , F’Mt, sont égaux, et la droite 
tMT est tangente à l’ellipse. 

Les cercles décrits des points F' et t, eomme centres, se 

* - ( " 
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eonpent en deux points. Cette construction donnera les 
deux tangentes que l’on peut mener à l’ellipse par un point 
extérieur. 

t 

De l’Ellipse rapportée à ses Diamèû'CS 
conjugués. ■ 


*37-# ous allons maintenant chercher les systèmes de 
coordonnées obliques, relativement auxquels l’ellipse con- 
servera une équation de même forme que lorsqu’elle est 
rapportée à ses axes. Pour cela nous prendrons les formules 

x\=x' cos « -f- y' cos , yz=x' sin « -f- y J sin u.' , 

qui servent à passer d’un système de coordonnées rectan- 
gulaires à des coordonnées quelconque qui ont la meme 
origine. En substituant ces valeurs de a: et de y dans 
l’équation de l'ellipse , qui est 

Ay\+ B x 1 = A-B x t 

elle dévient 

f(/f , sin’a'-f-IÎ’cos , i» , ) i y /, -f-(^ , sin’a-(-jB , cos’œ).-r'' , l ^ 

( -f-a(^/'sin a sin«'-j-/Pcos« cos a') a.-'j-' J 

Pour que cette équation soit de même forme que celle qui 
est relative aux axes, il faut qu’elle ne contienne point le 
rectangle x 'y' des coordonnées. Il faut donc profiter de 
l’indétermination de a et de *' pour faire disparaître ce 
terme, en rendant son coefficient nul; ce qui donne la con- 
dition , 

{A* sin a sin «' -f- B 2 cos * cos a' ) = o, 
et l’équation de la courbe devient 
G'f\sinV-t-B 2 cosV)y;' a -f (^’sin’a+S’cosV) x' 2 =r A‘BK 


♦ 
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Nous n’avons changé ici que la direction des coordonnées , 
sans changer l’origine. En effet, en déplaçant cette origine 
elle-même, on n’arriverait pas à un résultat plus général; 
car cette supposition ne ferait qu’ajouter aux valeurs de 
x,y des termes constans a et b , qui introduiraient dans la 
transformée les premières puissances des variables 
et, pour faire disparaître ces termes, on serait obligé 
d’égaler à zéro les quantités a et b qui les produisent. 

i38. Bornons-nous donc aux résultats que nouA’enons 
d’obtenir, et cherchons à les interpréter. La condition qui 
existe entrera et <*' ne suffit pas pour déterminer ces deux 
angles; elle fait seulement connaître l’un d’eux, quand 
l’autre est connu. On peut donc prendre l’un des deux à 
volonté , et par conséquent il existe une infinité de systoles 
de coordonnées obliques tels que ceux que nous cherchons. 

Un de ces systênqfp est.celui même des axes de l’ellipse; 
car la relation de a et de »' est salisfaite quand on suppose 
sin a = o, et cos *' = o; ce qui fait coïncider les x / avec 
les x, et les y’ avec les_y. Aussi , par ces suppositions , 
retombe-t-on sur l’équation aux a xci : mais c’est là le seul 
système de diamètres conjugués qui puisse être rectangu- 
laire , car l’équation de condition peut être mise sous la 
forme . 

B* 

, tanga tang *'= — — ; 

et l’on voit bien alors qu’en ne rendant point infinie tang a 
ou tang a', ce qui nous ramènerait au cas précédent, il est 
impossible d’obtenir, des coordonnées rectangulaires; car 
on aurait, pour un pareil système , 

tang « tang a! = — i. 

Et, tant quç tang a et tanga' sont des quantités finies, il 
est impossible que l’équation précédente se réduise à cette 
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forme. Ainsi il y a pour l’ellipse uge infinité de systèmes de 
diamètres conjugués, du nombre desquels sont les axes ; 
mais ceux-ci sont les ieuls qui se coupent à angles droits. 

i3g. En faisant successivement y' =o , x’ =o, on aura 
les distances de l’origine des coordonnées aux points dans 
lesquels / la courbe coupe les diamètres’ auxquels elle est 
rapportée. Si on représente ces distances par A’ et B', la 
première étant conjptée sur l’axe des x', et la seconde sur 
l’axe des .y', on trouve 

j. yf* B 1 y# B’ 

A'*= : , B'*= : ; • 

Ai I LJi î ’ Ai x / i Da I “ 


^ a sin"a -f- &*cos*a. ' 


A i &in 1 n'A m B'cos’a' 7 . 


et l’équation de la courbe devient 

A'y* + = A '* B ,% . 

2 A', 2 B', représentant les longueurs des deux diamètres 
conjugués. On appelle paramètre d’un diamètre une troi- 
sième proportionnelle à ce diamètre et à son conjugué : 

d’après cela, — ■ est le paramètre du diamètre 2 y#', et 
2 A ,% 

— - — est celui de son conjugué 2 B' . Nous ne ferons pas 
B' 

un usage particulier de ces quantités, et nous n’en parlons . 
que parce qu’elles sont fréquemment employées dans. les 
traités synthétiques. 

i4o. Si l’on multiplie l’une par l’autre les valeurs de 
A ,% et de J 5'*, il vient • „ 

A^B* 

1 , - - n_ 4 

v44smVsin’a-byf , B“(sin’aeos’a'4-cos*asin I a')4*2ft C0s ’ aC0s! V * 
résultat qui peut se mettre sous la forme 


A'*B ,l = 


(^f’sina'sin *4-B'cos* , cos*)'-f-.^\8'sin , (<i' — *) 
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La première partie du dénominateur s’évanouit en verttt 
de la relation qui existe entre *' et a, et, en réunissaht les 
autres termes, on a simplement 


. A'' B ' 1 — 


A 1 B* 


qui donne 


sin’ (a' — a) • 


AB = A'B' sin («'— a). 


« 

L angle a .' — a est celui que forment les deux diamètres con- 
jugués entre Aix (fig. 48). Par conséquent, A' B' s\n (a'— a) 
.exprime l’aire du parallélogramme AC' R' B cette aire est 
donc égale au rectangle ACRB formé sur les axes; d’où 
résulte ce theoréme , que , dans l’ellipse , le parallèlo— 
■ gramme construit sur deux diamètres conjugués quelconques 
est équivalent au rectangle construit sur les axes. 

Cette valeur de AB étant substituée dans les expressions 
de A et de B'*, elles donnent 

ü^sin* ( »' — a ) = A* sin’ u. -J- B 7 cos* a 
A ' 1 sin’ (a' — a ) = A 1 sin’ a' -f- B* cos’ a'. 

Ces équations peuvent se mettre sous la forrj^p suivante 

jj . • 

*•' sin , (a / 'r— «;=r^’sin a/(sin’a / -f-COS’ô / )~f-.B’COS’* (sin’a'-f-cos’a') 
A'- sin’^' — a.)~A‘s\n : ‘a' ( sin’a-f- cos’ j — f— 2?’cos’«' (sin a -j-cos’a). 

En ajoutant ces équations, et effectuant les multiplications 
indiquées , on trouve 

(A''+B'ïsm%a' — a)=(yf’“|^j5*)(.sin’aCOS’a/-i-COSVsin’a/) 
+ 2 -4’sin’* si n’ a' -j- 2 B'C os’ a cos’ a'. 

Il ne manquejl^coeffieicnt de A*- f- B‘ qu’un terme pont 
être égal àsin’(a' — *). En le complettant ,*réquatioa 
précédente devient ' 
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( A' 1 + B' 2 ) s ' n ’ (.*' — *) — (^ a + sin* (a' — «) 

-f- 2 sin * sin a! ( A ’ sin' à sin a' -f- B* cos a cos a! ) 

+ 2 COS a COS a' ( sin a sin a' -f- B ’ COS a COS a! ). 

* 

La partie indépendante de sin (à' — a) s’évanouit d’elle- 
même en vertu de l’équation de condition entre a et *' ; 
et, en divisant le reste par le facteur commun sin 1 (a' — «), 
on trouve . 

A" 1 -f B'* — A % -f B r ; 


c’est-à-dire que , dans l’ellipse , la somme des carrés de 
deux diamètres conjugués est toujours égale à la somme 
des carrés des deux axes. 
i 4 i. Les trois équations 



A ’ 1 tang a. tang a.' -f- J5 1 = o . 
AB— A' B' sin (*'—*) 

A* A-E‘ = A'* -j- 


suffisent pour déterminer trois quelconques des six qiran- 
tités 


A, B, A', B', a , 4', 


% 


S 


lorsque les trois autres sont connues : elles peuvent par 
conséquent servir à résoudre -toutes les questions relatives 
à la recherche des diamètres conjugués , quand on connaît 
les axes, et réciproquement. 

142. En comparant la première de ces .équations avec 
la religion trouvée dans l’art. ia3 , pour que deux droites 
menées des deux extrémités du grand axe se coupent sur 
l’ellipse , on voit que les angles a , a! , satisfont à cette £ 
condition. Il est donc toujours possible de mener, par le* 
deux extrémités du grand axe , deux droites qui se coupent 
sur l’ellipse , et qui soient parallèles à deux diamètres 
conjugués > donnés ; ce qui s’accorde avec ce qu’011 a vu 
dans l’art. i3o. 
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De là résulte un moyen très-simple de trouver deux dia« 
mètres conjugués qui fassent- entre eux un angle donné en 
supposant que l'on connaisse les axes de l'ellipse. 

Sur l’un de ces axes , on décrira un arc de cerclevapable 
de l'angle donné. Par un des points où cet arc coupera 
l’ellipse, on mènera aux extrémités de l’axe des cordes sup- 
plémentaires; elles seront parallèles aux diamètres cherchés. 
Ainsi , en leur ipenant des parallèles par le centre de l’el- 
lipse, on aura ces diamètres. 

On fera celte construction sur le grand axe, si l’angle 
donné est obtus; sur le petit , s’il est aigu. Lorsque cet angle 
sortira des limites assignées pour les diamètres conjugués f 
le problème sera impossible, et l’arc du cercle ne coupera 
pas la courbe. 

11 est visible que. cette construction s’accorde avec les 
équations précédentes , et avec les considérations £ l’ar- 
ticle ia3. On pourrait aisément la traduire en analyse ; et , 
en la combinant avec, l’équation de l’ellipse , on trouverait 
le nombre des solutions et les conditions d’impossibilité. 
Je laisse cette recherche à faire aux élèves qui voudront 
s’exercer. 

i 43. Si l’on demandait que les diamètres conjugués cher- 
chés fussent égaux entre eux , on aurait , en égalant le» 
valeurs trouvées dans l’art. 140 , 

A' sin 1 g. + B 2 cos 1 « = A 1 sin 1 A + J? 1 cos 1 «' ; 
d’où l’on tire • 

sin 1 ct= sin 1 a' , cos 1 * = cos 1 , 
et enfin » 

sin a = rt sin a' , cos « = ± cos a.'. 

On ne peut pas prendre ces valeurs avec le même signe , 
parce que l’équation 
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* ' 

A % tang a tang *' -{- B' = o 

exige que tang «et ta0g a' soient de signes contraires : il 
faut par conséquent qu’on ait 

4 . , 

$m * = sin , cos a= : — cos*', 

ou bien 

sin a = — sin *' , - cos * = cos a'. 

Mais il est aisé de roir que cçs suppositions conduisent 
au même système de coordonnées; et l’équation précédente 
donne toujours 

tang * = ±l — , 

• • ' \ 

le signe inférieur étant relatif à un des diamètres , et l’autre 
à son conjugué. Si dope, parles extrémités des axes de 
l’ellipse , on mène des cordes BC , b' C ( fig. 49 ) , les dia- 
mètres parallèles à ces cordes seront conjugués et égaux. 
L’ellipse rapportée à. ces diamètres a pour équation 

• qui est analogue à celle du cercle entre les coordonnées 
rectangulaires. ^ 

i44- Parmi toutes les cordes menées des extrémités B, B 
de l’axe à un même point de la courbe, BC et B'C sont 
celles qui comprennent le plus grand angle : par consé- 
quent , l’angle obtus , formé par les diamètres conjugués 
égaux , est le plus grand de tous ceux qui sont formés par 
deux diamètres conjugués. 

i45. Reprenons maintenant l’équation 

A'* y* + B " x ,% =3 A'* B'\ 

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les acccns des 

é 


* 
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variables x* , y' , en nous rappelant toutefois qu’elles se 
comptent sur des axes obliques , et nous écrirons » 

À' x y' + B' % x* = B'\ 

Cette relation étant absolument de même forme que cellé 
qui est relative aux axes, toutes les propriétés indépen- 
dantes de l’inclinaison des ordonnées séront communes aux 
axes de l’ellipse et à ses diamètres conjugués. 

Ainsi ehaque diamètre divisera en deux parties égales 1rs 
ordonnées parallèles à son conjugué; mais comme ils ne. 
sont pas à angle droit l’un sur l’autre , la courbe ne sera 
pas symétrique de part et d’autre de chacun d’eux. 

De plus , la valeur de_y l étant 

y 1 — —pi (4'*-*'), 

• • 

on aura , en nommant y ll ,x" , les coordonnées d’un autre 
point dé la courbe , 

y» _ ( A' + x ) (A' — a: ) 

j-//> ' — x") 

A' + x , A' — x , sont les distances du pied de l’ordonnée 
MP aux extrémités B , b du diamètre b AB (fig. 5o ) : les 
carrés des ordonnées au& diamètres j^njugucs sont donc 
proportionnels aux produits des segmens qu elles J arment 
sur ces diamètres. 

146 . On tire de là un moyen fort simple de décrire une 
ellipse lorsqu’on connaît deux de scs diamètres conjugués 
a. A' , zB' , et l’angle qu’ils font entre eux. Sur le premier, 
par exemple, on décrira une ellipse dont les axes soient 
a A' et a B' ; ensuite on inclinera les ordonnées J VP, iS'jP 
sous l’angle donné, sans changer leur longueur, et les 
points M , M' , trouvés par ce procédé , appartiendront à 
la courbe cherchée.., ■ • 

» 
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1 4-7- L’équation de la ligne droite étant de même forme 
entre des coordonnées obliques qu’entre des coordonnées 
rectangulaires, la combinaison de la ligne droite et de' 
l’ellipse rapportée à des diamètres Conjugués dépendra des 
mêmes formules que dans le cas où cette courbe est rap- 
portée à ses axes ; et l’on obtiendra par conséquent, dan$ 
ces deux systèmes , des résultats analogues. 

Nommons jS l’angle que forment entre eux les diamètres 
conjugués 2./1' et 2.W (fig. 5i). Si, par le point D , pour 
lequel y = o , etx z=A' , on mène une ligne droite qui 
fasse avec l’axe AX un angle «. , il résulte de l’art. 28 qu« 
son équation sera de cette forme 


y — a (x — A' ) a — — 


sin ( |3 — a' ) 


^Si , par le point D ‘ , pour lequel y = o, et x = — A ' , 
on me 

«les x, on anra 

• 7 


on mène une autre droite dont a ! soit l’angle avec l’axe 


y— a’ {x-\-A‘) a' — — 


sin <*' 


sin (0 — *' ) 


Pour que ces droites se coupent sur l’ellipse , il faudra 
combiner leurs équations avec la suivante * * 

A?' y' - 1 - B’ 7 x 7 = A' 2 JS'-* , 

qui appartient à cette courbe : mais, le système de ces 
équations étant le même que dans l’art. is3 , le résultat 
entre a et a' sera aussi le même , et il viendra 

A' 2 aa”+ £'* = 0 

• 

pour la condition que les droites se coupent sur l’ellipse. 
Mais ici a et a 1 ne désignent plus les tangentes trigo- 
nométriques des angles que’ ces droites font avec l’axe 
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des x : elles expriment les rapports des sinus des angles 
qu’elles font avec les deux axes des coordonnées. 

i 48 . Si l’on veut mener une tangente à l’ellipse par un 
de ses points, en nommant x '' , yH ses coordonnées rap- ■ 
portées aux diamètres , on aura 

• 

A ' 1 y H* -j- B '• x"' = A , 2 B'\ 

La tangente étant une ligne droite, et devant pasSer par 
ce point , son équation sera de cette forme 


y-+y 


// — 


a ( a: — • x 1 ' ) , 


a étant une constante qu’il s’agit de déterminer. 

Poiç y parvenir , on combinera les deux équations pré- 
cédentes avec celle de l’ellipse , qui est 

A'* y' -f B ' 2 x' î= A ’ 2 B >• , * 

en raisonnant comme dans l’art. 126 ; mais k système des 
formules employées étant aussi le même , on trouvera , * 
comme dans ce cas, 


B ' 2 


cil 


A '* y" 


B '* x" 

( x _ x ") , 


et l’équation de la tangente deviendra 

y— y 11 — 

J" 

ou , en réduisant 

A' 2 yy » -f- B ' 2 xx " = A 12 B ' 2 ; 

c’est-à-dire qu’elle aura la même forme que dans le cas des 
axes. 11 est visible que l’expression de la soutangente qui 
s’en déduit sera aussi la mêm«. 

»49« Si, par le centre de l’ellipse, qui est aussi l’origine 
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des coordonnées , on mène une ligne droite, son équation 
sera de cette forme 

y — ahc. 

Si cette droite passe par le point de tangence , il faudra 
que l’on ait 

ylt ~~ a f x ff . jJ’oft __ 

xll 

Cette valeur de a ' étant multipliée par celle de a, qui 
convient à la tangente, il vient 



En comparant cette relation avec le résultat de l’article 
précédent , on voit que 'le point de tangence est sur une 
ellipse rapportée à des diamètres conjugués parallèles à 
ceux de la proposée , et dont le rapport est le même. Cettfe 
ellipse passant par 1 origine des coordonnées et par le point 
où la tangente rencontre l’axe des x, un de ces diamètres 
est la distance de ce point à l’origine. 

i 5 o. Ceci fournit un moyen de mener une tangente à 
1 ellipse, par un point pris sur cette courbe, sans connaître 
«es axes ( fig. 5 a); car, si, de ce point M , on mène au 
centre le diamètre AM, et que, par l’extrémité D' du dia- 
mètre DD', on mène D'N parallèle à AM, MT, paral- 
lèle à DJST , sera la tangente demandée. Cela se prouve 
aisément en appliquant ici le raisonnement dont nous avons 
fait usage dans l’art. 128. 

Cette construction suppose seulement que l’on connaisse 
un diamètre DD' et le’ centre A de l’ellipse; et, comme 
on peut facilement mener les diamètres lorsque le centre 
est donné, il s’ensuit que la méthode précédente donne le 
moyen de mener une tangente à une ellipse donnée par un 

11 
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point pris sur celte courbe , lorsque l’on connaît son 
centre. 

ifu. Si l’on mène le diamètre AM' parallèle à la tan- 
gente MT, la tangente au point M' sera parallèle à D'N , 
et par conséquent à AM : les deux diamètres AM , AM' , 
seront donc conjugués l’un de l’autre, et l’angle M' AM , 
compris entre eux, sera égal à l’angle D'ND formé par 
les deux cordes supplémentaires qui leur sont respective- 
ment parallèles. 

Ainsi , pour avoir deux diamètres conjugués qui fassent 
entre eux un angle donné , il faut, sur un diamètre quel- ^ 
conque DD’ , .décrire un arc de cercle capable de cet 
angle (fig. 53). Par le point N , où l’arc coupera l’ellipse, 
on mènera aux extrémités du diamètre les cordes DN , 

D'N , qui seront respectivement parallèles aux diamètres 
cherchés : on pourra donc mener ceux-ci , puisque le 
centre de l’ellipse est d’ailleurs connu. 

i5a. Si les diamètres demandés sont les deux axes de 
l’ellipse , leur angle est droit , et l’arc de cercle devient 
concentrique à la courbe (fig. 53). Ainsi, pour trouver 
les axes d’une ellipse donnée , lorsque l’on connaît son 
centre , il faut , sur un quelconque de ses diamètres , dé-t 
crire une circonférence de cercle; par un des points d’in- 
tersection , mener des cordes aux extrémités du diamètre , 
et par le centre , des parallèles à ces cordes : ce seront les 
axes demandés. 

i53. 11 serait facile , en suivant la marche que nous avons 
tenue, de revenir de l’équation 

A'y* -j_ — A' % Z»' 1 * 

relative aux diamètr?fc conjugués, à celle qui appartient 
aux axes : on retomberait ainsi sur les relations que nous 
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Venons d’établir , et il devient par conséquent inutile que 
nous nous y arrêtions plus longtems. 

' . ... .J 

Sur 1‘ Equation polaire de l’Ellipse , et sur 
la Mesure de sa sur/ace. 

i54. Dans ce qui précède, nous avons déduit de la seule 
équation de l'ellipse les diverses circonstances qui la carac- 
térisent : réciproquement , une seule de ces circonstances 
nous reconduirait à son équation. 

Proposons-nous, par exemple , de trouver une courbe 
telle que la sommé des distances de «chacun de ses points à 
deux points donnés soit constante et égale à a A. 

Soient J 51 , F', les points donnés (fig. 54). Plaçons l’ori- 
gine des abscisses en A , au milieu de la ligne FF', que 
nous ferons égale à 2 c ; et supposant que M soit un point 
de la courbe , nommons AP , x-, PM , y , et désignons par 
z, z' les distances FM et F'M : nous aurons pour les 
équations du problème , 

*'—y' + O — x Yi + + 

* z z' — 2 A. # 

Ajoutons et,retranchons successivement les deux premières 

équations membre à membre, il viendra 

» 

z' -f- 0 ,2 = x’-f- c’) , z' 1 — z'zx^cx. 

La seconde peut se mettre sous cette forme , 

( z' + z ) ( z ' — z ) = 4 ex. 

Substituant pour z -j- z' sa valeur tirée de l’équation 

z' -f- z 2 A , 

• il vient 
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2 CX 


Z ' — Z ■. 


d’où l’on tire 


, J A ex 

* = A+ Â‘ C=A ~Â- 


Mettant ces valeurs dans l’équation qui donne z'* -f- z * ,• 
il vient 

A' + = + x' + c', 

ou 

A 1 (y‘ + *’) —c'x'szA' (A' — c'). 
Lorsqu’on fait x nul , cette équation donna 
y' = A* — c*. 

C’est le carré de l’ordonnée de la courbe à l’origine. 
Comme c est nécessairement moindre que A , d’après le« 
données de la question , cette ordonnée est réelle ; et , en 
la représentant par B , on a 

B'z=A' — e\ 


Si l’on tire de ce résultat la valeur de c, l’équation de la 
■courbe devient 


Ay* ■+• B’x' = A' B' , 

é 

qui est l’équation d’une ellipse rapportée au centre et à ses 

* 

axes. 

i55. Avant qu’on eût éliminé les quantités z et c', l’el- 
lipse était aussi bien caractérisée par l’une ou l’autre des 
équations 


z' 


= A + ™ 



que par’ celle h laquelle nous Sommes parvenus ensuite ; 
çar les distances z et z' , étant variables en même teins-, 
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que 'l’abscisse x, peuvent convenir successivement à tous 
les points de la courbe , et servir à les déterminer lorsque 
x est connu. On peut donc regarder les variables z et x , 
ou z' et x ' , comme formant un véritable système de coor- 
données qui ne sont plus rectangulaires ; mais il convient 
que ces coordonnées partent toutes du même point : de/ 7 , 
par exemple , si l’on prend l’équation 

. ex 

z' = A 4- -jj 

et de JP, si l’on emploie la seconde 



Dans le premier cas , en nommant x' une nouvelle abscisse 
telle que F' P, on aura 


ce qui donne 


z' = A -f- c 


x ’ = c x ; 

( ‘x’ — c 



Dans le second cas , si l’on nomme x' une nouvelle abscisse 
telle que FP, on aura 


•c qui donne 

V 


• C ; 


■ — A- 


( x' + c ) 


Les x' positifs de la première de ces suppositions donnent 
pour z‘ les mêmes valeurs que les x' négatifs de la seconde, 
et réciproquement, parce que la courbe étant symétrique 
de part et d’autre de l’axe des^ , les points qui correspon- 
dent à des abscisses égales et de signes contraires, sont situés - 
à des distances égales des foyers opposés. 


\ 
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- i5G. Lorsque les lignes variables auxquelles -une courbe 
est rapportée partent toutes d’un même point, comme 
dans le cas actuel , on leur donne le nom de Coonlonnées 
polaires : l'équation polaire de l’ellipse est donc , en plaçant 
l’origine au foyer F , 


■ = A—, 


(* + f) 


On peut lui donner une forme très-élégante , en intro- 
duisant au lieu de x d’angle formé par le rayon z avec 
l'axe. Soit v cet angle, on aura évidemment 


x = z cos e. 

Si, de plus, on fait • 

• cz=:Ae t 

« sera le rapport de l’excentricité au demi grand axe , et , 
par la substitution de ces valeurs , l’équation de l’ellipse 
devient 

‘ ^ 

z — A — e. (r cos v -f- Ae ) ; 
ou , en tirant la valeur de z , 


A(i— c’) 
1 -f- e cos v 


La quantité A (i— -e’)est égale à A 



A ' — > * 



c’est le demi-paramètre de l’ellipse , et la distance z 


se nomme Rayon vecteur. Cette forme est fréquemment 
employée dans l’astronomie. 

i5y. Pour ne rien omettre de ce qui peut intéresser re- 
lativement aux propriétés de l’ellipse, je Vais donner ici 
la mesure de sa surface , quoique cette recherche nous 


J 
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écarte un peu du but analytique que nous nous sommes 
proposé. 

Nous avons vu que si du centre de l’ellipse , avec 
un rayon égal au demi grand axe , on décrit une circon- 
férence de cercle , et qu’on nommfy, Y , les ordonnées 
correspondantes de ces deux courbes , on a toujours 



ou 


Z-l 

Y~A 


Les«aires de l’ellipse et chi cercle sont aussi dans le même 
rapport. 

Pour le faire jvoir , inscrivons à la circonférence B MM 'B' 
un polygone quelconque , et de chacun de ses angles , 
menons des perpendiculaires à l’axe BB' ( fig. 55 ) : en 
joignant les points où ces droites rencontrent l’ellipse, on 
formera un polygone intérieur à cette courbe ; un quel- 
conque des trapèzes PNP'N' de ce polygone aura pour 
mesure 


<Æ±I2Ü pp ou ( ,_ y) (r+r>.. 


Le trapèze correspondant PM PM' dans le cercle , aura 
pour mesure 

_JÆ+rJD-PP t ou (*_*') SI±E1. 


Ces trapèzes seront donc entre eux dans le rapport cons- 
tant de B a A. Les surfaces des polygones inscrits dans les. 
deux courbes seront aussi dans le même rapport ; et , 
comme cela a lieu , quel que soiv le nomhre des côtés de 
ces polygones , ce rapport sera encore celui de leurs li- 
mites ; d’où il suit qu’en désignant par e et E les aires, dor 
L’ellipse et du cercle, on aura 
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« B 

E ~~ A 1 

«’est-à-dire que l’aire de l’ellipse est à celle du cercle cir- 
conscrit comme le second axe est au premier. 

En désignant par i la demi-circonférence dont le rayon 
égale i , t A 1 sera l’aire du cercle décrit sur le grand axe. 
On aura donc, pour l’aire de l’ellipse , l’expression suivante 

eh=n.AJS ; < 

et les aires de deux ellipses quelconques .seront entre elles 
dans le rapport des rectangles construits syr leurs axes. On 
parviendrait au même résultat , en considérant la circonfé- 
rence décrite sur le second axe. 

La même démonstration pourrait s’appliquer à deux 
courbes quelconques dont les ordonnées , correspondantes 
aux mêmes abscisses, auraient entre elles un rapport cons- 
tant; et il en résulte que ce rapport serait aussi celui de 
leurs aires entre les mêmes limites. , 


DE LA PARABOLE. 

i58. En coupant un cône droit , dont l’angle au centre 
était de ioo° , par un plan parallèle à une de ses généra- 
trices , nous ayons eu pour l’équation de l’intersection 

y* 2 z'. x = o , 

les coordonnées * et y éfont perpendiculaires entre elles , 
et z' une quantité positive : nous avons dit que cette courbe 
s'appelle une Parabole. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x (lig. 5t3) , 
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faisons y := o , il viendra 

x = o ; 

c’est-à-dire que cela a lieu dans un seul point, qui est 
l’origine des coordonnées. 

En faisant x = o , on aura les points où elle rencontre 
l’axe des y. Cette supposition donne 

y'~ o; 

c’est-à-dire que cela n’a lieu qu’à. l’origine. 

Ainsi la courbe n’a qu’un point de commun avec les axes 
des x et des^ : ce point est l’origine des coordonnées, et 
l’on voit qu’elle y est touchée par l’axe desj^. 

En résolvant son équation par rapport ay , il vient 

y—dzV' — s.z'x. * 

Ces deux valeurs étant égales et de signes contraires , la 
courbe est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe 
des x* ■ - 

x positif donne toujours y imaginaire, puisque z' est 
une quantité positive : la courbe ne s’étend donc pas du 
côté des abscisses positives , et elle est limitée , dans ce 
sens , par l’axe des y. 
x devenant négatif, on a 

y = ± 2 z'x. 

Alors lés valeurs àty sont toujours réelles, et d’autant plus 
grandes que x est plus grand. La courbe s’étend donc in- 
définiment de ce côté de l’âxe des x , et elle a la forme 
représentée fig. 56 . 

Puisqu’il n’y a d’ordonnées réelles que du côté des abs- 
cisses négatives , nous prendrons celles-ci pour les posi- 
tives , et nous aurons 
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1 7 ° 

J 1 — 2 z'x. 

L ■ rapport du carré de l’ordonnée à l’abscisse étant, d’aprè* 
l’équation précédente , la même pour tous les points de 
la courbe , il s’ensuit que , dans la parabole , les carrés 
des ordonnées sont antre eux comme les abscisses correspon~ 
dan tes. 

i 5 q. La ligne indéfinie AX se nomme l 'Axe de la para- 
bole ; le point A en est le Sommet. 

Le coefficient constant 2z’ s’appelle le Paramètre. Si 
l’on se reporte au n". 97 et à la fig. 35 , on verra que z' était 
la distance du centre du côn« au plan des xy , qui était 
le plan coupant ; et , comme l’angle au centre du cône était 
de. ioo°, et qu’une de ses génératrices coïncidait avec l’axe 
des z , son axe faisait avec le plan des xy un angle de 5 o° : 
par conséquent, b* distance de l’origine des coordonnée* , 
au pied de l’axe était aussi z' ; on voit qüc , dans la para- 
bole , comme dans l’ellipse , le paramètre est double de 
cette distance (n°. ii4) 

160. Pour éviter les accens , ntfus écrirons dorénavant p 
au lieu de z ’ dans l’équation de la parabole , qui sera ainsi 

y' — 2 px. 

Cette courbé ne s’étendant que d’un côté de l’axe des_y , 
aucune droite menée perpendiculairement à son axe ne peut 
diviser en deux parties égales les droites parallèles à ce der- 
nier , et terminées à la courbe. Il n’en est donc pas ici 
comme dans l’ellipse , qui avait deux axes doués de cette 
propriété; la parabole n’en a qu'un seul. En se rappelant 
la marche que nous avons suivie dans l’art. 107 , relative- 
ment à l’ellipse, on prouvera aisément que la quantité 
y 1 — 2px est positive hors de la parabole , nulle sur cette 
■ courbe , et négative dans son intérieur. 

161. On peut décrire très-simplement la parabole de U 
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manière suivante ( fig. 5 7 ) On portera sur l’axe fies x , et 
à partir de l’origine , une distance AB égale asp, ou au 
paramètre de la parabole. D’un point quelconque C , pris 
sur le même axe pour centre, et d’un rayon égal à CB , 
on décrira une circonférence de cercle. Du point P, ex- 
trémité de son diamètre, on élevera la perpendiculaire PM\ 
et, menant par le point Q la parallèle QM à l’axe des x , le 
point M sera à la parabole. 

Car , par cette construction , P 1 \I — AQ , et 

AQ' = AB. AP, d’où PM' = 2 p . AP. 

162.' O11 a vu, en traitant des sections du côoe , que la 
parabole n’est qu’une ellipse infiniment alongée. Comme 
cette analogie peut nous être fort utile pour prévoir avec 
facilité les propriétés de cette courbe , il importe de la 
vérifier. < 

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 3 . A , 
2B (fig. 58 ) ; l’origine étant au sommet, son équation sera 


B * 

Y" — -jp (*Ax — x’). 

La distance du centre de l’ellipse au foyer F est \/ A* — B 1 -,' 
en la retranchant de A , on a la distance AF , dont l’ex- 
pression est 

AF— A — \/ A * — B\ 


C’est la distance du foyer au sommet de la courbe. Intro- 
duisons cette quantité comme une constante égale à — , il 


viendra 
d’où l’on tire 



B' = Ap — -Ç-. 

4 
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Substituant cette valeur dans l’équation de l’ellipse , 
devient 


elle 



( 2 Ax — x 1 ) ; 


ou , en développait , 



Si, dans cette équation , nous donnons successivement à A 
différentes valeurs , p restant toujours le même , nous 
aurons une suite d’ellipses dont les grands axes seront diffé — 
rens , niais qui auront la même position du foyer F et la 
même distance du foyer au sommet de la courbe. Or , en 
augmentant ainsi le grand ‘axe , l’ellipse s’alonge de plus 
en plus , sans que les ordonnées de ses différens points 
augmentent dans le même rapport. En effet , considérons 
un de ces points dont l’abscisse soit x, x étant iine quantité 
finie , et voyons quels sont les changemens de l’ordonnée 
.correspondante. A mesure que A augmente , x restant le 
même , les termes qui se trouvent divisés par A et par A' , 
dans la valeur dey' 1 , diminuent ; enfin , lorsque l’on sup- 
pose A infini, ces termes deviennent plus petits que toute 
quantité donnée, et la valeur dej -1 se réduit à son premier 
terme, qui est indépendant de A : on a donc alors 

y- 1 = 2 px , 

équation d’une parabole. Les ordonnées de cette parabole 
approchent donc de plus en plus d’être égales à celles des 
ellipses, à mesure que A augmente; et l’on peut prendre 
A si grand, que la différence soit moindre que toute quan- 
tité quelconque donnée. • 

tÜ 3 . D’après cela, il devient naturel de penser que le. 
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foyer commun de toutes ces ellipses jouit dans la parabole, 
de quelques propric'tés analogues , autant toutefois que 
peut le permettre la correspondance de leur forme : c’est ce 
que le calcul va confirmer , comme on le verra tout-a- 
l’heure. Aussi ce point se nomme-t-il le Foyer de la para - 

* p 

bole ; sa distance au sommet de la courbe est — , c’est-à— 

a 

dire qu’elle est égale au quart du paramètre. 

164. En cherchant les propriétés de ce point , il est vi- 
sible qu'il ne faut s’attacher qu’à celles qui sont compa- 
tibles avec les modifications -que les ellipses subissent pour 
dégénérer en paraboles. Par exemple, on 11e doit plus cher- 
cher la propriété relative à la somme des distances , puis- ’ 
que le second foyer se trouve éloigné indéfiniment ; mais 
on peut se proposer de voir si la distance du foyer aux 
points de la courbe est encore exprimée , en fonction de 
l’abscisse, d’une manière rationnelle. Or , il est facile de 
s’en assurer ; car FM étant cette distance (fig. 3 i)) , on a 

FM=y^+^x—^ =2px+x'—px+ -£-= , 

d’où l’on tiré 

FM—X + -- 

La distance d’un point quelconque de la parabole au foyer 
est donc égale à l’abscisse de ce point, augmentée de la 
distance du foyer au sommet de la courbe. Par conséquent , 
tous les points de la parabole sont à égale distance du foyer 
et d’une ligne BL menée parallèlement à l’axe desj, à 
„fc 

une distance — du sommet : cette droite se nomme la 
Directrice. 



1 


1 7 4 de la parabole. 

De là résulte un second moyen de décrire une parabole 
dont le paramètre est connu. 

De part et d’antre du pointé, on portera sur l’axe AX 
les longueurs AB , AF, égales entre elles et au quart. du 
paramètre de la parabole : le point F en sera le foyer 
( fig. 5 q). Par un point quelconque P de l’axe , on élevera 
une perpendiculaire indéfinie PM; puis, prenant la dis- 
tance BP, du point F, /comme centre avec* cette distance 
pour rayon , on décrira un arc de cercle qui coupera la 
droite PM en deux points M,m : ces points seront à la 
parabole. 

En effet , d’après cette construction , on a 

FM = AP 4 - A B — x . 

a 

On peut aussi , d’après la même propriété (fig. Go) , dé- 
crire une parabole par un mouvement continu. 

Pour cela, on placera contre la directrice BL une équerre 
mobile FQR : puis , prenant un fil d’une longueur égale à 
QE , on fixera une de ses extrémités en E , et l’autre en P, 
au foyer de la parabole; on tendra ensuite le fil parle 
moyen d’un style qu’on appliquera contre la ligne QE ; 
faisant glisser l’équerre le long delà directrice, le style 
glissera le long de QE , et décrira la parabole. 

En effet, on aura toujours 

FM + ME — QM ME ou QM = MF. 

iG 5 . 11 est également facile de s’assurer que la double 
ordonnée qui passe par le foyer de la parabole est égale à 
zp , c'est-à-dire au paramètre. 

166. Cherchons maintenant à mener une tangente à la 
parabole , dont l’équation est 

y 7 = zpx. 
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Soient xH , y 11 , les coordonnées du point de tangence qui 
est supposé donné , on aura 

y 1 ' 2 = 2 px H ; 

et, la tangente devant passer par ce point, son équation 
sera de cette forme 

y — y n = a ( x — ). • 

Il s’agit de déterminer a. 

Cherchons les points où cette droite, considérée comme 
sécante , rencontre la courbe. Pour ces points, les trois 
équations précédentes doivent subsister en même teins. 
Retranchant les deux premières l’une de l’autre, il vient 

(y— y") {y +y") =zp (* — *"). 

Mettant pourj^ sa valeur Sirée de l’équation de la droite , le 
résultat est ♦ 

. | 2 ay" -f- a 2 (a: — x") — 2p}(x — x") = o. 

Cette équation est satisfaite quand x — xH =o, parce que 
le point quia pour coordonnées x'^y", est 'une des inter- 
sections de la droite avec la courbe : supprimant ce fac- 
teur , il reste 

2 ay n -f- a 2 (x — x " ) — zp — o. 

Les deux intersections de la tangente avec la courbe devant 
se confondre en une seule-, la seconde valeur de x doit 
encore être x 11 , comme la première. L’équation précé- 
dente doit donc être satisfaite quand x =x H , et ÿ=y" ; 
ce qui exige qu’on ait 



et l’équation de la tangente devient 
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y — y" = (* — *")* . 

jr 

# 

En faisant disparaître le dénominateur yU, et observant que 
y 11 * z= 2 px" , 

on peut lui donner cette forme 

. • 

yy " =?(* + **)• 

Si l’on double cette équation , et qu’on la retranche de la 
précédente, on trouve 

y" y — zyy ' 1 — — 2 px; 

ou , en ajoutant de part et d’autre y 1 , 

(jr — y H y —y * — 3 P x - 

La quantité y 1 — zpx'cst donc constamment positive pour 
tous les points de^a tangente, excepté pour celui dont l’or- 
donnée esty". Tous ces points, excepté celui de tangence, 
sont donc extérieurs à la parabole. 

167. A l’aide de ces formules, on peut mener une tan- 
gente à la parabole par un point quelconque dont les 
coordonnées seraient x 1 , y' , et qui ne serait pa$ pris sur 
cette courbe. 

Car, ce point devant être sur la tangente, il faudrait 
qu’il satisfît à son équation ; ce qui donnerait 

y'yH — p (as' — x" ) ; 

et en y joignant la relation * 

' . . 1 

y //J — - 2 pX n , 

on pourrait , au moyen de ces deux équations , déterminer 

les inconnues x 11 , y", c’est-à-dire, les coordonnées du point 

d« tangence , qui seraient en général du second degré; et , 

• % 

♦ • . . 
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en les substituant dans l’équation de la tangente, celle-ci 
se trouverait déterminée , et passerait par le point donné. 
L’élimination de x" entre les deux équation§ précédentes 
donne 

y"' — zÿy" — — 3 . px\ 

y" aura donc en général deux valeurs, qui seront réelles , 
si la quantité 

y*' — 2 px’ 

est positive. Cette condition sera satisfaite toutes les fois , 
que le point donné sera extérieur à la parabole ; et l’on 
pourra alors mener deux tangentes. Si le point est sur la 
parabole même , il n’y en aura qu’une seule ; enfin, s’il lui 
est intérieur, il n’y en aura plus du tout , et le problème 
sera impossible. 

168. Pour avoir le point où la tangente rencontre l’axe 
des x , il faut faire y = o , dans l’équation 

yy" =P (* + *")» 

ce qui donne 

X ■zx — xU. 

C’est la valeur de AT (fig. Ci ) : en lui ajoutant l’abscisse 
AP , abstraction faite du signe , nous aurons la soutangente 

PT = zx" ; 

c’est-à-dire que , dans la parabole , la soutangente est 
double de l'abscisse. Ce qui fournit un procédé très-simple 
pour mener une tangente à cette courbe. 

169. La valeur de PT étant susceptible de croître indéfi- 
niment, le point T s' éloigne de plus en plus du sommet 
de la courbe , à mesure que x U augmente. 

Si l’on voulait tenir compte du signe de AT quand on 
cherche la valeur de la soutangente PT, il semble , au 
' 1 a 
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premier coup-d’œil, que l’on aurait 

PT=AT-\- AP— — x« + xH = o; 

• • 
ce qui donnerait la soutangente constamment égale à zéro, 
résultat absurde : mais ce n’est là qu’une erreur de signe 
qui vient de ce qu’en ajoutant AP à AT dans la figure , 
pour avoir PT , on ne tient pas compte de- la position de 
ces lignes par rapport à l’origine commune , tandis que , 
dans l’expression analytique , cette position est observée. 
Cette contradiction cesse lorsque l’on fait abstraction du 
signe — dans la quantité — x" , qui exprime la valeur ana- 
lytique de AT, eu égard à sa situation par rapport à l’ori- 
gine des coordonnées; et voilà pourquoi on parvient ainsi 
au résultat véritable. 

Ces modifications , qu’il faut quelquefois faire subir aux 
expressions analytiques, pour en déduire les valeurs abso- 
lues des quantités géométriques, ne tiennent pas, comme 
on vient de le voir, à une imperfection de l’analyse ; elles 
sont , au contraire , une suite nécessaire de sa grande gé- 
néralité ; car , l’analyse donnant à-la-fois les valeurs abso- 
lues et leurs positions relatives qui sont indiquées par les 
signes -f- et — , il faut la dépouiller de cette propriété , et 
faire abstraction de ces signes, quand on veut combiner 
les valeurs absolues des quantités indépendamment de leur 
situation par rapport à l’origine commune. 

170. Occupons-nous maintenant de mener une normale 
à la parabole. Cette normale étant une ligne droite, et 
devant passer par le point de tangence , son équation sera 
de la forme 

y — y 1 * — a' (x — X n ). 

Mais , de plus , elle doit être perpendiculaire à la tangente, 
pour laquelle on a 
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Il faut donc qu’il existe entre a et a' la relation 
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aa' - J- i = o , 

qui donne 

a' — — • 2 - — 

P 

Alors l’équation de la normale devient 

y II 

y y» — Z__ ( x x "). 

En y faisant^ nul , et prenant la valeur de a: — x" , on 
aura la sounormale , qui sera 

x — x" — p ; • 

d’où l’on voit que , dans la parabole , la soimorrnflle est 
constante et égale à la moitié du paramètre. Cette pro- 
priété fournit encore un autre moyen de mener une tan- 
gente à cette courbe. 

17 1. Les directions de la tangente et de la normale ont 
dans la parabole, comme dans l’ellipse, des rapports re- 
marquables avec celles des lignes menées du foyÿr au point 
de tangence : nous allons examiner ces analogies. Pour 

cela , du foyer F , où y = o et x = — (fig. 61) , menons 

une ligne droite qui passe par le point de tangence , son 
équation sera de cette forme 

y — y ,! — u (x — xtt ) ; 

et la condition de passer par le foyer donnera 



a 


j 

\ 


t 




9 


Digitized by Google 



ifio DE LA PARABOLE. 

L’angle FMT , que cette droite fait avec la tangente à la 
parabole, a pour tangente trigonométrique 


I -f- ûa. 

En substituant , dans eette expression , pour a sa valeur 
qui est JF ’ et pour a celle que nous venons de trouver , 
observant de plus , que 

y " 1 — zpx", 


elle se réduit à- 


■ou à a ; d’où il suit que , dans la pa- 


rabole , l'angle formé par la tangente avec une droite 
menée du*foyer au point de tangence est égal à T angle de 
la tangente avec l’axe. 

Si , par le point de tangence Di, on mène une droit» 
MF' parallèle à l’ave , la tangente fera avec cette droite 
le même angle qu’avec l’axe ; d’où il suit que , dans la pa- 
rabole , les droites menées du point de tangence au foyer » 
et parallèlement à l’axe , font avec la tangente des angles 
égaux , plbpriété qui devait naturellement résulter de ce 
que la parabole est une ellipse dont le grand axe est infini, 
et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloignés 
l’un de l’autre. 

172. De là résulte un moyen très-simple de mener une 
tangente à la parabole par un point extérieur. 

Soient G le point donné, Fie foyer de la parabole , BL 
sa directrice ( fig. 61). Du point G comme centre, avec 
un rayon égal à GF , on décrira une circonférence de cercle 
qui coupera la directrice en L. Du point L, on mènera 
LM parallèle à l’axe ; M sera le point de tangence, et GM 
a tangente demandée. 
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Car, par la nature de la parabole, ML = MF ; par 
construction , GF — GL : donc l’angle LMG , ou son op- 
posé tMF ' , égale l’angle GMF : donc la droite MG est 
tangente au point M. ■ 

Si l’on avait seulement^psoin de la direction de la tan- 
gente , et que le point M dût être très-éloigné , il serait 
plus commode de mener , du point donné G à la droite 
FL, une perpendiculaire GT\ ce serait la tangente de- 
mandée. 

Si l’on rapproche cette méthode de celle que nous avons 
donnée ( n". i36) pour mener une tangente à l’ellipse par 
un point extérieur , on verra qu’elles ne diffèrent l’une de 
l’autre qu’en ce que, dans la parabole, le second foyer doit 
être considéré comme infiniment éloigné du premier ; ce 
qui rend parallèles à l’axe les lignes qui lui sont menées. 
La distance AB du sommet de la parabole à la "directrice 
BL n’est autre chose que la différence des lignes F' B , 
çF'A de l’ellipse (fig. 58 ) ,.la première étant égale au grand 
axe AA’; et voilà pourquoi AB— AF. La directrice BL 
représente donc , dans la parabole , la circonférence de 
cercle décrite dans l’ellipse du point F' , comme centre , 
avec le grand axe pour rayon , circonférence qui devient 
une ligne droite quand le point F' est infiniment éloigné : 
alors le point L (fig. 6t ) , où la circonférence décrite 
du point G , comme centre , avec GF pour rayon , ren- 
contre la directrice BL , répond au point dans lequel cette 
même circonférence coupait la précédente dans l’ellipse 
et la ligne droite , menée par le point L parallèlement % 
l’axe, répond à celle que , dans l’ellipse , on mène au se- 
cond foyer F' ( fig. 58). 

♦ 
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De la Parabole rapportée à ses diamètres. 

17.L Nous allons maintenant chercher les systèmes de 
coordonnées obliques, relativement auxquels l’équation de 
la parabole conserve la même fl(hne que lorsqu’elle est 
rapportée à son axe. Pour cela , il faut reprendre les for- 
mules générales 

x=a-\-x' cos *-\~y cos y=b-\-x' sin * -j -y* sin a' ; 

car il ne suffirait pas , comme on le verra tout-à-l’heure , 
de changer la direction des coordonnées sans déplacer l’ori- 
gine. Ces valeurs étant substituées dans l’équation 

y l =zpx y 

elle devient 

* I 

y'* sin’ sin a sin a , -}-a;' , sin , ‘a-j-^ , — 2 ap ^ 

4-2 (6 sin a ' — p cos a')y r 4-2 (4 sin a — pcosd)x' j 

Pour qu’elle conserve la forme qu’elle avait d’abord , il# 
faut qu’on ait 

sin *' sin *=o, sinV=o, isina' — p cosa'=ro, i 1 — 20/3=0; 
elle se réduit alors à . * 


y 


t* 


sin 1 a 


La seconde des équations précédentes nous apprend que 
sin <c = 0, c’est-à-dire que l’axe desa;' est parallèle à l’axe 
des a:. Tous les diamètres de la parabole sont donc paral- 
lèles à son axe. 

Les deux autres équations donnent 



tang «' = 
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La première (fig. 61 bis ) montre que les coordonnées 
a et b de la nouvelle origine A' satisfont à l’équation de la 
parabole. Cette origine est donc elle-même un point de la 
conjbe. 

La seconde détermine l’inclinaison de l’axe des y' relati- 
vement à l’axe des*; elle fait voir que cet axe est tangent 
à la parabole au point A’. 

Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens 
des variables *' et y' , en nous rappelant toutefois qu’elles 
représentent des coordonnées obliques : nous ferons , de 
P 


P> 


— =p' ; 2 p' sera le paramètre du diamètre 


sin‘ a 

auquel la courbe est rapportée , et l’on aura 
y* e= 2 p'x. 

174. Les deux valeurs de y , pour la même abscisse, 
étant égales et de signes contraires, chaque diamètre divise 
les ordonnées qui lui correspondent en deux parties égales. 

175. La valeur précédente de tanga' donne 

P 


• P 3 

sm’ a' = — — 

p' + b‘ 


2 a + P 


En substituant ce résultat dans l’expression de p ' , on, 
trouve 

p' = 2 a -f p , 


î,' = 4 


Or , on a vu , dans l’article 164, que a -| — - — est la dis- 
tance du foyer de la parabole au point de la courbe dont 
l’abscisse est égale à a. Ainsi , dans la parabole , le para- 
mètre d’un diamètre quelconque est quadruple de la distance 
du foyer à l’origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste 
également pour l’axe. 


Digitized by Google 



i 84 DE LA PARABOLE. 

176. L’équation de la parabole étant de la même forme 
par rapport à ses diamètres que par rapport à son axe, les 
propriétés indépendantes de l’inclinaison des coordonnées 
seront communes dans les d'ffércns systèmes. 

Ainsi , pour décrire une parabole lorsque l’on connaît 
le paramètre d’un de ses diamètres , et l’inclinaison des 
ordonnées correspondantes, on décrira une autre parabole 
sur cé diamètre pour axe avec le paramètre donné , et 
ensuite on inclinera convenablement les ordonnées de 
cette courbe, sans changer leur longueur. 

177. Si x n ,y 11 sont les coordonnées d’un point quel- 
conque de la courbe , on aura 

j" 1 = ip' x" ; 

et l’équation de la tangente à ce point sera de cette forme 
y — y H = a (x — x 11 ). 

Le système de ces formules est le même que dans l’ar- 
ticle 166 ; et comme il faut les combiner de la même 
manière , on en déduira un résultat analogue , qui sera 



et l’équation de la tangente deviendra 

yr v = p' (* + **)• 

Elle aura donc la même forme que lorsque la courbe est 
rapportée à son axe. 11 en sera de même de l’expression de 
la soutangente; et l’on en déduira , comme dans le n°. 168» 
quelle est double dans l’abscisse correspondante. 

11 suit de là que pour mener, par un point donné M 
de la parabole (fig. 61 ter), une tangente à cette courbe, 
il faut construire l’ordonnée PM au diamètre AX, prendre 
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Â'T=iA'P, et mener MT ' qui sera la tangente de- 
mandée. 

En prenant une marche inverse , de celle que nous avons 
suivie , il serait facile de^rapporter la parabole à son axe 
lorsqu’elle est rapportée à son diamètre. Cela n’a aucune 
difficulté , et nous ne nous y arrêterons point. 

• 

l 

Sur l' Equation polaire de la Parabole / et sur 
la Mesure de sa surface. 

■ 178- Jusqu’à présent, nous avons tiré de la seule équa- 
tion de la parabole les propriétés qui la caractérisent : 
réciproquement, ces propriétés nous conduiraient à l’équa- 
tion de cette courbe. * 

Proposons-nous, par exemple, de trouver une courbe 
telle que les distances de chacun de ses points à une droite 
et à un point donné soient égales entre elles. 

Soient F le point donné, BL la droite donnée (fig. 6a). 
Prenons pour axe des abscisses la ligne FB perpendicu- 
laire à BL , et plaçons. l’origine au pointé, milieu de BF f 
que nous ferons égal à p ; les ordonnées seront parallèles 
à la droite BL. . 

Pour chaque point M qui appartiendra à la courbe 
cherchée , nous aurons , en nommant z la ligne FM , 

**=r+ {* — £-}’» *=*+-£-. • 

Eliminant z , il viendra 

y' = 2 px, 

équation à la parabole. 

Cette courbe était également caractérisée par l’équation 
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car les distances z , étant variables en même tems que 

l’abscisse x , peuvent convenir%uccessivement à tous ses 
points, et se détermineront pour chacun d’eux dès que x 
sera connu. Ces distances se nomment des Rayons Vecteurs. 

179. Si nous transportons l’origine des x au foyer F , 
pour lequel 


y — °» 



il faudra en nommant x' les nouvelles abscisses, qu’on ait 



valeur qui , étant substituée pour x , donne , en suppri- 
mant les accens, 


z = x -f- p. 


180. Si l’on introduit, au lieu de l’abscisse x, l’angle 
AFM que forme le rayon vecteur avec l’axé, on aura 

x =. — z cos v; 

* 

et l’équation précédente devient 

z — p — z cos v ; 

d’où l’on tire 

,= P - 

I -j- cos V 

C’est l’équation polaire de la parabole. On peut la dé- 
duire facilement de l’équation polaire de l’ellipse , qui est 

A (1 — «’) 

1 -j- e cos v 
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9 Il suffit de faire 

p — A (i — e% 

et de supposer ensuite infini, et e-=. i, ce qui alongç 
l’ellipse indéfiniment. En effet , on a vu, dans l’art. i56, 
que la quantité A (i — «’) est «égale au demi-paramètre 
de l’ellipse. 

181 . Quoique l’aire totale , comprise entre les branches 
de la parabole , soit indéfinie , on peut cependant évaluer 
d’une mani|fte algébrique une portion quelconque de cette 
aire comprise entre des limites données. 

Considérons en effet le segment parabolique APM 
(fig. 63) terminé par l’axe AX et par l’ordonnée PM 
ou y. Si l’on mène les droites MQ , AQ , la première 
parallèle , la seconde perpendiculaire à l’axe, on formera 
le rectangle APQM , dans lequel l’aire du segment pa- 
rabolique APM se trouvera comprise , et cette aire sera 
égale aux deux tiers du rectangle, comme nous allons le 
démontrer. \ 

Pour cela, concevons un polygone rectiligne quelconque 
MM' M 11 ... inscrit à la parabole, des sommets de ce poly- 
gone , menons des parallèles aux lignes AP c.1 PM ; elles 
représenteront les abscisses et les ordonnées de ces som- 
mets : ces lignes , prolongées , formeront les rectangles 
PP'pM'i PPHp'M"... qui seront intérieurs à la parabole, 
et les rectangles QQ'qM', Q'QVi/'M 11 ... qui lui seront 
extérieurs. En représentant les premiers par P, P 1 , P 
les derniers par p, p pH ... , on aura 

p =y (*—•*'), P = x'(y— y); 

ce qui donne 

p _ y (x — x 1 ) m 

p ~ x ' Cr— y 1 ) ’ 
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Or les poinu MM’... appartiennent à la parabole : ainsi * 
on a 


« = 3 px , y'* — 2 px' ; 

ce qui donne 

2P zp ’ 

en substituant ces valeurs , le rapport de P à p devient 


_ ?' . 


* p — y' c r—y' x _ ?_±y 

p y 1 (y— y) ~yW 


Les mêmes raisonnemens pouvant s’appliquer successi- 
vement a tous les cotes du polygone , on aura cette suite 
d’équations 

p _ y+y 
p y ’ 

p J y +y" 

P' y * 


P" _ x"+y" f etc . 

.. — — } etc,....* 

fil y»! 


Le polygone MM' M 11 . . . étant absolument arbitraire 
on peut espacer ses sommets de manière qu’en désignant 
par ai une constante quelconque prise à volonté, on ait 
toujours * 

y —y — »y , 

y' —y" = a y" , 
y II y'" — a y " 1 , 

et ainsi de suite : cela revient à faire décroître^, y , ^y l, .... y 
suivant une progression géométrique. D’après cette sup- 
position très-permise , les rapports prérédens deviennent 


Digitized by Google 



DE LA PARABOLE. 


i8y 


= î + ». 

P 


P 

P' 

P" 

n" 


= 2 + 


= 2 - 


c’est-à-dire qu’ils seront tous égaux entre eux , quelle que 
soit la valeur de # : on aura donc ainsi, en comparant ces 
rapports , 

f+P + P- 1 etc. _ 

P + P' + P" H etc. 

Le numérateur du premier membre est la somme des rec- 
tangles inscrits à la parabole; le dénominateur est la somme 
des rectangles circonscrits. A mesure que et diminue , le 
rapport de ces quantités approche de plus en plus d’étre 
égal à 2 ; et l’on peut prendre et si petit , que la différence 
soit moindre que toute quantité donnée ; mais en même 
tems , la somme des rectangles approche de plus en plus 
d’être égale aux segmens curvilignes inscrits et circonscrits 
à la parabole. Par conséquent la limite de leur rapport est 
égale au rapport de ces segmens ; et , en représentant le 
premier par S , le second par s , on a 

S 


— 2 


ce qui donne 


5 + s 


3 , 


et , en divisant ces équations membre à membre , 


S=Z —(S + S). 
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S + s est la somme des sogmens inscrits et circonscrits 
à la parabole : c’est par conséquent la surface du rectangle 
APMQ. Ainsi l'aire du segment parabolique APM est 
les deux tiers du rectangle construit sur l'abscisse AP et 
V ordonnée PM. 

182. Les courbes , qui sont telles que l’on peut assigner 
ainsi algébriquement la valeur d’une portion quelconque 
de ,leur aire , se nomment courbes quarrables. On voit que 
la parabole est de ce nombre. Il n’en est pas de mèm< de 
l’ellipse , dont l’aire renferme l’expression de la-circonfé- 
rence du cercle. 


DE L’HYPERBOLE. 

i 83 . En coupant un cône droit , dont l’angle au centre 
était plus grand que 100° , par un plan incliné à son axe , 
de manière à rencontrer les deux nappes de cette surface , 
nous avons eu pour l’équation de l’intersection , 

y* — x % ( a’ — 1 ) -J- 2 az'x = o. 

a étant plus grand que 1 , et z' une quantité positive , nous 
avons dit que cette courbe se nomme une hyperbole. 

Pour avoir les points où elle coupe l’axe des x , faisons 
y ■=. o , il viendra 

x 1 ( a’ — 1 ) — 2 az'x = o ; 
ce qui donne pour x deux valeurs 


2 az' 



c’est-à-dire que cela a lieu dans deux points différens , 
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dont l’un est l’origine même des coordonnées, et l’autre 
est situé du côté des abscisses positives , à une distance de 
2 az' 


cette origine égale à 


a * — i 


En faisant x = o , on aura les points où la courbe coupe 
l’axe des^: cette supposition donne 

* J* = o ; 

c’est-à-dire que cela n’a lieu que dans un seul point , qui 
est l’origine des coordonnées: mais, comme les deux or- 
données s’y réunissent , l’axe des y est tangent à la courbe. 

Résolvons maintenant l’équation par rapport ky, nous 
aurons 

= — 1) — 2 az' x. 

Les valeurs de_y étant égales et de signe contraire, la courbe 
est symétrique au-dessus et au-dessous de l’axe des x. 
Considérons le .côté des x positifs.- 
• Les valeurs dey seront réelles tant que l’on aura 

x* ( a? — i ) > 2 az' x , 
ou • 

2 az' 

x >~ 

a‘ — \ 

Mais elles seront imaginaires entre cette limite et l’origine 
des coordonnées ; car , si l’on a 


* < 


a 1 — r 


en aura aussi 


(a 1 — i ) a:’ <[ 2 az' x. 


Ainsi , du côté des abscisses positives, la courbe n’a que 
des ordonnées imaginaires depuis l’origine des coordon- 
nées jusqtfau point où elle coupe l'axe : au-delà de cette 
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limite , ses ordonnées sont toujours réelles, et d’autant 
plus grandes que x est plus grand. 

Du côté des x négatifs, nous^aurons 

y = ±.V'x 1 ( a ‘~ 1 ) + 2 az'x. 

L’ordonnée y est toujours réelle, et d’autant plus grande 
que x est plus grand. La courbe s’étend donc indéfini- 
ment , de ce côté , au-dessus et au-dessous de l’axe des 
abscisses. 

Il résulte de cette discussion que l’hyperbole est une 
courbe, composée de deux parties séparées, telle que la 
représente la figure 64, où l’origine des coordonnées est 
supposée placée au point B'. Il était en effet facile de 
prévoir cette forme , d’après la disposition du plan cou- 
pant ( fig. 36 ) ; l’intervalle BB', qui sépare les deux bran- 
, 2 az' 

ches , est égal a , et se nomme le premier ou le 

grand axe de l’hyperbole. 

184. Transportons l’origine des coordonnées en A au 
milieu de l’axe BB'. Soit AP une nouvelle abscisse quel- 
conque, que nous nommerons x' , on aura 


x' 



Substituant celte valeur de x, il viendra 


y* — (a 5 — 1 ) x' 1 -f- 


a'z'* 
a 1 * — 1 


o. 


En faisant y = o , on trouve 



comme cela devait être; mais , en faisant x'—&, on trouve 
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pour j cette Valeur imaginaire 



parce que la courbe ne rencontre pas le nouvel axe desj\ 
Ce qui n’empêche pas que l'équation «le l’hyperbole ne 
prenne, comme celle de l’ellipse , une forme très-élégante 
lorsqu’on fait 


A — 


a 1 ■ 


B=- 


Va' — 


car on en tire 



= »*; 




ce qui donne, en supprimant les accens.dont nous n’avons 
plus besoin , 

A x y' — B\x' = — A* B*. 

Les quantités 2 A, 2 JB, se nomment les axes de l’hyper- 
bole, quoiqu'on effet cette courbe ne détermine réellement, 
parsou intersection, que le premier d’entre eux. Le point/1 

2 B 1 

est le centre de la courbe , et — — en est le paramètre ; 

c’est une troisième proportionnelle aux deux axes. Lorsque 
l’équation de l’hyperbole se trouve ramenée à cette forme, 
les coordonnées étant rectangulaires , on dit qu’elle est 
rapportée au centre et à scs axes. Toute ligne menée par 
le centre, et terminée à la courbe , se nomme diamètre ; 
et il résulte de la forme symétrique de l’hyperbole que 
les diamètres se trouvent divisés par le centre en deux 
parties égales. 

i85. L’équation de l’ellipse , rapportée aussi à scs axes 
et au centre , est 

i3 
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Ay * + B'x* = A'B*. 


‘94 


En la comparant à celle de l’hyperbole, on voit que, pour 
passer de tune à l'autre, il suffit de changer B en B — 1 , 
considération qui ést en analyse de la plus grande utilité. 

Ce que nous avons vu relativement à la marche des or- 
données dans les deux courbes est une suite de cette loi ; 
car, si l’on rapporte au même centre et aux mêmes axes 
une ellipse et une hyperbole dont les axes coordonnés soient 
les mêmes, la première sera comprise dans les limites entre 
lesquelles l’autre devient imag : naire. 

Lorsque les deux axes de l’hyperbole sont égaux entre 
eux , son équation devient 

y’ — x* = — A\ 

On dit alors qu’elle est Equilatère. 

Lorsque les deux axes de l’ellipse sont égaux , son 
équation devient 

y* x * — A 2 ; 

et elle se réduit à un cercle. L’hyperbole équilatère est 
donc entre les hyperboles ordinaires ce qu’est le cercle 
entre les ellipses. 

186. Si par le point B', pour lequely = o, et x — — A 
(fig. 65 ), on mène une ligne droite inclinée d’une ma- 
nière quelconque , elle aura pour équation 

y = a(x + A)! 

Si par le point B , pour lequel y = o, et x == -{- A , on 
mène une ligne droite pareillement inclinée d’une ma- 
nière quelconque , on aura pour équation 

y = «'(* — A). 
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Pour que ces deux droites se coupent sur l’hyperbole , il 
* faut que leurs équations puissent subsister en même tems, 
et avec cellede cette courbe. Or, en les multipliant membre 
à membre, elles donnent 

y' = aa! ( x 1 — A 1 ; 


et , pour que ce résultat s’accorde avec l’équation de l’hy- 
perbole , mise sous cette forme 



il faut qu’on ait 



ce qui établit une relation constante entre les angles que 
forment avec le grand axe les lignes menées des deuk 
sommets de la^courbe a un de ses points. Il en résulte que 
ces angles ont toujours leurs tangentes trigonométriques de 
même signe. 

Lorsque l’hyperbole est équflatère A = B, il vient alors 


aa' 


t ; 


c’est-à-dire que, dans l’hyperbole équilatère, les droites , 
menées du même point de la courbe aux extrémités du 
grand axe , font avec lui des angles aigus dont l'ouverture 
est dirigée dans le même sens, et dont la somme est égale 
à un angle droit. • 

Les droites, menées de la même 'manière dans le cercle , 
font aussi avec l’axe des angles aigus dont la somme est 
égale à un droit ; mais leurs ouvertures sont dirigées dans 
des sens contraires. 

187. Si l’on introduit les expressions des axes 2 A et * B 
dans l’équation de l’hyperbole , telle que nous l’avons 
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-considérée d’abord, l’origine étant au sommet, elle devient 

* 

B 7 

et peut se mettre sous la forme 

B 7 

y'=^r( x — * A ) *■ 


x et x — 2 A sont les distances du pied de l’ordonnée PM 
aux sommets B' et B de la courbe ( fig. 64 ). On voit donc, 
par cette équation , que les carrés des ordonnées sont entre 
eux comme les produits de ces distances. 

188. En changeant les x eny, et les_y en x , dans l’équa- 
tion 

A 7 y 7 — = — A 1 B 1 , 

elle devient . • , 

A 7 x 7 — By 7 = — A' B 7 , 

ou 

By 7 — A\v 7 = A 7 B 7 , 

Cette transformation n’influant que sur le choix des axe#^ 
l’équation précédente doit encore appartenir à la. même 
hyperbole; et l’on peut aisément le vérifier en la discutant» 
Mais, ici, la supposition de x =0 donne y réelle ; et y — o 
donne x imaginlire, parce que la courbe rencontre le nou- 
vel axe des ordonnées , et ne rencontre point l’axe des 
abscisses : elle est alors placée comme le représente la 
figure 65 , son premier axe étant il'. Dans cette situation, 
on dit qu’elle est rapportée à son second axe , parce que 
c’est sur celui-ci que les abscisses sont comptées. On voit 
qu’il n’en est pas de l’hyperbole comme de l’ellipse, dont 
l’équation garde la même forme, quel que soit celui de ses 
axes qu’on prenne pour axe des abscisses , et cela vient de 
ce que l’ellipse est symétrique par rapport à ses deux axes, 
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au Heu que l’hyperbole ne l’est pas relativement aux siens, 
puisqu’elle n’en rencontre qu’un seul. 

189. L’analogie de ces deux courbes nous conduit na- 
turellement à chercher s’il n’existe pas dans l’hyperbole 
des points correspondans aux foyers de l’ellipse. Pour les 
découvrir, rappelons-nous que l«iyr abscisse avait pour 
valeur -+- }/ d* — B‘ : ce sera donc zb \/ A -f- fi* pour . 
l’hyperbole, en changeant B en B V — 1. En effet, si l’on 
suppose , pour plus de simplicité , 

c = \/A 1 + B ‘ , 


et qu’on prenne deux points F, F' sur l’axe (fig. 66 ) , à 
cette distance du centre de l’hyperbole , on trouve 


FM % =y’ x -\- (x — c)’— 



— A 1 ) -f- x* — 2 ex -f- c y ; 


d’où l’on tire 


On a de même 


FM = — —A. 
A 

FM—^-+A -, 

A 


c’est-à-dire que les distances FM, F'M, sont exprimées 
en fonction de x d’une manière rationnelle. En retranchant 
ces équations l’une de l’autre , on trouve 


F'M—FM — s.A; 

, * 

c’est-à-dire que la différence de ces distances est égale au 
premier axe de l’hyperbole. A cause de ces propriétés, les 
points F, F' déterminés par la valeur précédente de c , se 
nomment les Foyers de l’hyperbole. • 

190. Pour trouver leur position géométriquement, on 
élevera à l’une des extrémités du premier axe une perpen- 
diculaire BE égale à la'moitié du second axcZÎ.On mènera 


* 
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l’hypothénuse AE ; puis, du point A , comme centre avec 
cette ligne pour rayon, on décrira une circonférence de 
cercle qui coïtera l’axe en deux point sF,F'. Ce seront les 
foyers de l’hyperbole. 

On prouvera facilement que la double ordonnée qui 
passe par ces foyers esk&gale au paramètre de la courbe. 

tCfi. Les propriétés précédentes fournisjent , pour la 
description de l’hyperbole , un procédé analogue à celui 
que nous avons employé pour l’ellipse, dans l’art. ia 5 . 

Du foyer F, comme centre (fig.67) avec un rayon quel- 
conque BO, on décrira une circonférence de cercle. De 
l’autre foyer F', comme centre avec B'O ou BB' -f- BQ 
pour rayon, on décrira une autre circonférence de cercle; 
les points où elle coupera la précédente appartiendront à 
l’hyperbole; car, d’après cette construction, on aura 
toujours 

F'M — FM = 2 A. 

En opérant de même de l’autre côte dé l’origine , on aura 
la seconde branche de 'la courbe, et l’on peut appliquer 
ici les remarques que nous ayons faites sur la construction 
de l’ellipse par le procédé analogue. 

On peut aussi, d’après cette propriété, décrire l’hyper- 
bole , comme F ellipse , par un mouvement continu : pour 
cela , on fixe au foyer F' une règle F' M, qui peut tourner 
autour de ’ ce point. A l’extrémité M et à l’antre foyer F 
est attaché un fil MF, tel que F'M — FM soit égal au 
grand axe BB' \ glissant ensuite un piquet le long du fil , 
on lc'force à s’appliquer toujours contre la règle qui tourne 
autour du point F' ; et le piquet, par ce mouvement , dé- 
crit une portion de l’hyperbole demandée. 

192. Occupons-nous maintenant de mener une tangente 
à l’hyperbole , dont l’équation est 

, A'y' ~B'x'-=.-r- A'B\ 
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Soient x 11 , y" les coordonnées du point de tangence; 
elles vérifieront la relation 


sïyll* — B'xH* = — A'B'. 

La tangente étant une ligne droite , et devant passer par 
ce point , son équation sera de cette forme 

y _y/ —a (x — x" ). 

* 

11 ne reste plus qu’à déterminera. 

Pour y parvenir, il faudra opérer sur ces trois équations 
comme sur celles de l’article ia6, qui étaient relatives à 
l’ellipse ; mais ces dernières sont les mêmes que les précé- 
dentes , en changeant B en B p' — i. Le résultat sera 
donc aussi le même avec cette modification , et l’on aura 


B’ x" 



L’équation de la tangente sera 

fi’ x 11 

x-y" = -jr -jir 

ou , en réduisant, 

* A'yy 11 — B^xxH = — A‘B*. 


On prouvera facilement , comme dans l’art. 137, qu’elle * 
est toute entière hors de la courbe. On aura de'même , 
pour l’équation de la normale , 




19.L La valeur de a devient infinie quand y" est nulle, 
car x 11 = o donnerait yjl imaginaire, et yH infinie donne- 
rait x lf infinie : ainsi , aux extrémités du premier axe de 
l’hyperbole, la tangente est parallèle aux ordonnées, et 
elle ne peut jamais devenir parallèle aux abscisses. 


Digitized by Google 



• 4 


soo DE L’HYPERBOLE. 

iq4. Si. parle centre, et par le point de tangence, on 
mène une ligne dioile , son équation sera de la forme 

y — ; 

et la condition de passer par le point de tangence donnera 



Cette Valeur , étant multipliée par celle de a qui convient 
à la tangente , donne 



et, en comparant ce résultat avec celui de l’article 128 , 
on voit ( fig, 68 que le point de tangence M est sur une 
hyperbole dont le premier axe est AT, et le rapport des 

B ^ . , 

axes — - : u ou tl suit que , pour mener une tangente a 

* l'hyperbole par un point 31 donné sur cette courbe, il faut 
mener, de ce point au centre , le diamètre AM par. l’ex- 
trémité B f du premier axe BB', mener la corde B'N 
parallèle à A3l\ MT, parallèle à BN , sera la tangente 
demandée. ‘ 

Il résulte de cette construction et de la fème symé- 
trique de l’hyperbole, que les tangentes MT , m t , aux 
extrémités d’un meme diamètre , sont parallèles entre elles. 
Si donc on mène, par le centre A, une parallèle à ces 
tangentes^ elle ne rencontrera jamais la courbé : cependant, 
par analogie avec l’ellipse , on prend sur cette parallèle 
une quantité qui s’appelle le diamètre conjugué du dia- 
mètre A3I , et qui se détermine comme on le verra plus 
bas. Ici , comme dans l’ellipse , l’angle B AM , formé par 
deux diamètres conjugués , est égal à l’angle B' NB des 
deux cordes qui leur sont respectivement parallèles, et qui 
sont menées des deux extrémités . du premier axe à u« 
môme point de la courbe* 
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ig 5 . En faisant y — o clans l’équation de la tangente , 


on trouve 


C’est la valeur de AT ( fig. 6g) : en la retranchant de AP, 

x"' — A 1 


on aura la sontangente 


PT — 


C« 


On trouvera de même la sounormale 


B’x' 

T 


ig6. Les formules précédentes peuvent encore servir 
pour mener des tangentes à l’hyperbole par un point 
extérieur; car, en représentant ses coordonnées par x',y', 
elles devront satisfaire à l’équation de la tangente ; ce qui 
donnera 

A'y'yH — B’x'xll — — A 7 B 7 . 

On aura , de plus , 

Ay 1 ' 2 — B 2 x " 7 = — A 7 B 7 ,■ 

puisque le point de tangence est sur la courbe. Ces deux 
équations suffisent pourdéterminer les coordonnées x" ,y " , 
qui seront en général doubles pour le même point; et il 
est facile de s’assurer que ces valeurs seront toujours réelles, 
lorsque le point donné sera hors de l’hyperbole ( 1*82). 

197. L’extension indéfinie des branches de l’hyperbole 
introduit dans la direction de ses tangentes , une loi très- 
remarquable , qui lui est particulière. Pour la découvrir 7 
reprenons l'équation 

B 1 

Les deux valeurs dej', qui en résultent , peuvent se mettre 
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A mesure que* augmente, ^restant le Wmc, le terme 

-, diminue ; et les valeurs de y approchent déplus en 

• pl... Je * réduire à ± * : on peu, même , comme » 
c.t tndélmî, Ir premier gmod ,,„r 1, différence 

so.t plus petite que toute quantité quelconque donnée. Par 
conséquent, si l’on construit deux lignes droites, dont I« 
équations soient 

,, . Bx Bx 

y-+ -j r ,y = - ~ r , 

ces droites srront les limites des deux branches supérieure 
inférieure de 1 hyperbole , qui s'en approchera sans 
. cesse sans pouvoir les atteindre ; et c’est ce qu’il est bien 
iaciie de voie , car on aura- toujours 

JB"*’ 

y • sur l’hyperbole, 


y % ~ 


A 1 

jB’*’ 

A* 


sur les droites. 


De sorte que les ordonnées correspondantes aux mêmes 
abscisses seront constamment plus petites sur la courbe. 
Cette propriété a fait donner lenom Asymptotes aux deux 
lignes drîïites déterminées par ces équations. 

On peut aisément prouver, d'après les expressions pré- 
cédentes, qu’en effet ces droites s’approchent continuel- 
lement de l’hyperbole; car bien que la différence des 
carrés de leurs ordonnées et de celles de cette courbe soit 
constante ; cependant la différence des ordonnées clles- 
mémes va toujours en diminuant, de manière à devenir 
enfin plus petite que toute quantité donnée. Pour le faire 
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voir retranchons les deux équations précédentes l’une de 
l’autre , en désignant par y' les ordonnées des asymptotes 
afin de les distinguer de celles de la courbe , qui sont 
représentées par y : nous aurons ainsi 


y" 




ou 

(Tou l’on tire 


(y'—y) (y'+y)=B> ; , 


y —y — 


B' 

y’+y * 


y' — y est la différence des ordonnées. La fraction qui 
l’exprime a son numéroter constant, mais son dénomi- 
nateur est variable , et augmente continuellement avec, 
les ordonnées y ,y' à mesure que l’on s’éloigne du centrç 
de l’hyperbole. Ainsi cette fraction diminue sans cesse. 
Et comme il n’y a pas de limite à l’accroissement des 
ordonnées y' et y\ il n’y en a pas non plus à la dimi- 
nution de ta fraction. La différence des deux ordonnées 
y — -y peut donc devenir aussi petite que l’on voudra , 
çt plus petite que toute quantité donnée. 

198. Pour construire les asymptotes de l’hyperbole, on 
mènera à l'extrémité du premier axe une perpendiculaire, 
sur laquelle on prendra deux ordonnées de signes contraires, 
égales toutes deux au demi second axe B; puis, par les 
extrémités de ces ordonnées et par le centre de l’hyperbole, 
on mènera deux lignes droites. Ces lignes faisant avec le 
grand axe un angle dont la tangente trigonoinélrique 


est 


B 

1 ’ 


seront évidemment les asymptotes demandées. 


Il est visible que l’hyperbole sera comprise toute .entière 
dans l’angle formé par leurs directions. 

'99- On voit aussi , par ces résultats, que si une ellipse 
et une hyperbole sont construites sur les mêmes axes , les 
diamètres égaux de la première formeront, étant proion-» 
gés , les asymptotes de la seconde. 
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200. Si l’hyperbole est équilatère, on a B — A ; les 
asymptotes font avec l’axe des angles de 5 o“ , et sont per- 
pendiculaires entre elles. 

201. 11 est facile de voir que les asymptotes sont aussi la 
limite de toutes les tangentes. En effet , l’équation d’une 
de ces dernières étant 

Ayj" — B'xx 11 — — A* B', 

le point où elle rencontre l’axe a pour abscisse 


A 1 



C’est la distance de cé point au centre de la courbe. Sa 
position autour de ce centre dépend du signe de x" , c’est- 
à-dire de l’abscisse du point de tangence ; mais , en ne 
considérant que sa longueur -, on voit qu’elle diminue à 
mesure que x 11 augmente, et qu’elle ne peut devenir nulle 
qu’en supposant x H infini. Dans cette supposition, la valeur 

Sx N * 

devient aussi infinie et égale à =h— — J de sorte qu’en 

il 

la substituant dans la valeur de a qui convient à la tan- 
gente , et qui est 

B’xV 

Ay» ’ 

on trouve ‘ 

“ =± 4 

C’est précisément la valeur de a qui convient aux asymp- 
totes; ainsi les tangentes de l’hyperbole s’approchent de 
plus en .plus des asymptotes, à mesure que le point de tan- 
gence s’éloigne. 

202. Les directions de te tangente et de la normale dans 
l’hyperbole ont aussi des rapports remarquables avec les 
lignes menées des foyers aux divers points de la courbe ; 
cherchons à les découvrir. 
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Si , du foyer F, pour lequel y = o , et x = [/ A' x -j- B\ 
(fig. 70), on mène une ligne droite à un point quelconque de 
l’hyperbole, ayant pour coordonnées x", y", l’équation de 
cette droite sera 

• y — y" = « (* — x ")- 


La condition de passer par le foyer donne , en faisant 
V = c, 

- yl/ 


c — x" 


La tangente au même point de l’hyperbole a pour équa- 
tion (n°. 192) 

B* 

y— y" a O _*//), a = 


L’angle FMT , ou JMt , qu’elle fait avec la droite, a pour 
tangente trigonomélrique 
• * 

« — a 
1 -f - a a. ■ 

qui se réduit à 

B * 

+ -pr> 

en mettant pour a et a leurs valeurs , et^bservant que 

. AyU* — B'x 1 '* = — A* B 1 , 

puisque le point x^y 11 est sur l’hyperbole. 

Pareillement , si , du seccftid foyer F', pour lequel^yrzio, 
et jc==s — c, on mène au point de tangence une ligne droite, 

y — y" = *' (x—xH) , 

on aura 

y// 

c - xU 


L’angle F' MT , Ou J*Mt , que lait cette droite avec la 



tangente, aura pour tangente ti ignnoii'ictrique 

a — a.' 

t a**' ’ 

qui se réduit à 


B' 



quand on met pour a et *' leurs valeurs. Les angles » FMT 
et F' MT, ayant même tangente , sont égaux entre eux ; 
d’où résulte celte propriété , que , dans l' hyperbole , les 
droites menées du point de tangence aux deux foyers font 
arec la tangente , et de part et d'autre de cette ligne , des 
angles égaux. 

11 suit de là que la normale 1\IN divise en deux parties 
égales l’angle FMf' forme par les rayons vecteurs menés 
des Joyers à un même point de la courbe. 

Ces propriétés existent aussi dans l’ellipse, et il n’y a de 
différence que dans ce qui tient â la situation de la tangente 
par rapport à ces deux ^courbes. 

io3. Ceci fournil la construction suivante pour mener 
une tangente à l’hyperbole par un point donné. 

Supposorts-le d’abord sur la courbe. 

On mènera lespayons vecteurs FM , F'M (fig. 70 ); un 
prendra sur celui-ci , à partir du point il/, MG — MF , 
joignant GF, et lui menant la perpendiculaire il/7’, ce 
sera la tangente demandée. 

En effet , par cette construction, les angles FMT, F' MT, 
sont égaux entre eux. Oh pourrait démontrer ici , comme 
dans l’ellipse , que la droite MT n’a que le point M de 
commun avec l’hyperbole. 

Supposons le point donné t extérieur à la courbe. 

De ce point t , comme centre , avec un rayon égal à F t , 
on déciira une circonférence Je cercle. Du foyer F‘ comme 
centre , et avec «n rayon égal au grand axe de l’hyperbole, 
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on décrira une autre circonférence qui coupera la précé- 
dente en G. Menant F' G qui rencontre la courbe en M , 
le point M sera le point de tangence , et tMT sera la tan- 
gente demande'e. 

Car, si l’on mène tG, on aura par construction Gl—Ft; 
de plus, le point M étant sur l’hyperbole, et F' G étant 
égal au grand axe , MG— MF : donc ,1a ligne Mt est per- 
pendiculaire à GF , et divise l’angle F' MF en deux parles 
égales ; donc elle est la tangente demandée. 

Les circonférences décrites des points F' et t , comme 
centres, se coupant en -deux points, cette construction 
donnera les deux tangentes que l’on peut mener à l’hyper- 
bole par un point extérieur. 


Des propriétés de l’ Hyperbole par rapport • à 
ses diamètres conjugués. 

ao4- Les propriétés de l’hyperbole par rapport à ses 
diamètres peuvent se déduire avec une extrême facilité de 
celles qui appartiennent à l’ellipse. , 

En effet , ^équation de l’hyperbole., rapportée à ses 
axes et au centre, est 

Ay 1 — fi* *• = — A' B 1 . , 


Les abscisses sont alors comptées sur celui de ces axes qui 
rencontre la courbe. 

En faisant 


x — x' cos « ~f -y' cos , y = x' sin * -f -y' sin «' , 

on pourra établir entre « et a.' la relation nécessaire pour 
que le terme affecté de x'y' disparaisse : mais on peut , 
sans effectuer le calcul , parvenir sur-le-champ à ce ré- 
sultat; car les équations précédentes se déduisent de celles 
de l’article i3 7 , qui sont relatives à l’ellipse, en changeant 
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■fi en B [/ — i dans ces dernières, et, par conséquent, les 
résultats auxquels elles conduisent ont entre eux la même 
relation. On aura donc pour l’hyperbole 

(yf’sin’a' — Z? cos , ~/)y' , -J-(y/ , sin , « — Z?’cos’<»)* ,a = — A'B* 
yLsinasina' — jB’cosaCosa'— o , 

ou bien 

A 1 tang a tang a! — B' s= o. 

Eît faisant successivement x' = o, et- y' = o, on aura les 
distances de l’origine aux points dans lesquels la courbe 
coupe les diamètres auxquels elle est rapportée. Si l’on 
représente par A'* et B'* les carrés de ces distances , il 

viendra 

— A' B 1 . — A' B* 




A 1 sin’ a! — fi‘ cos* fi! 


A'*= 


A ’ sin’ a. — cos* « 


En multipliant ces deux quantités l’une par l’autre, comme 
dans l’art. 140, le résultat pourra se mettre sous la forme 


A' '!>'*= ■ 


A’i B i 


' (yi'sinasina' — B'COSaCOSx ')* — A’Ji’ sin’(tt' — a) 

La première partie du dénominateur s’évanouit en vertu 
de la relation qui existe entre «! et a; il reste simplement 

_ A* B' 

A ,, B , ‘ =— — — r ; 

Sin J (a' a ) 

d’où il suit qu’une des quantités A ', B’ est imaginaire : et , 
par conséquent , l’hyperbole ne rencontre jamais en même 
tems ses deux diamètres conjugués, propriété que nous 
avions déjà reconnue précédemment. 

ao 5 . Mous pouvons à volonté supposer réelle l’une ou 
l’autre des quantités A ', />', et ce choix déterminera quel 
est celui des axes des coordonnées qui rencontre la courbe. 
Supposons que ce soit l’axe des a/, alors A' sera réel; et 
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pour éviter les imaginaires, nous représenterons par B' 1 

la quantité que nous avions nommée B ' 3 ; ce qui donnera 
A- B- _ .A' B' 


A"~- 


A' sin 3 * — B' cos 3 « 


, B'*= 


A * sin 3 *' — JS 3 cosV 


Alors l’équation de l’hyperbole deviendra 

A'' y'' — B ' 1 *' 3 = — A’* B'*, 


qui se déduit de celle que nous avons trouvée, article r3q, 
pour l’ellipse, en changeant B' en B' \/ — 1 dans cette der- 
nière. Les quantités 2 A', 2 B', sont appelées, par analogie, 
diamètres conjugués de l’hyperbole , quoique le premier 


soit le seul qui soit terminé par la courbe. - - est le 


2 A' 


paramètre du premier diamètre, et est le paramètre 


du second. Pour plus de simplicité , nous supprimerons 
les- accens des variables*' e*y, en nous rappelant toute- 
fois qu’elles appartiennent à des coordonnées obliques , et 
il viendra 


A' y 1 — /?'**> = a'^B'\ 


' On déduira facilement de cette équation que les carrés 
des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre eux 
comme les produits des distances du pied de ces ordon- 
nées aux sommets de la courbe ; d’où il suit que , pour 
décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres 
conjugués, il faut décrire une autre hyperbole sur ces dia- 
mètres pour axes , et incliner convenablement les ordon- 
nées de cette derniere, sans changer leur longueur. 

206. A l’équation précédente il faudra joindre les sui- 
vantes : 

A’* — B’* = A* — fi 3 
A' B' sin ( «' — a) — AB 
. • À* tang a tang «' — B' = o. 

*4 


* & 
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qui se déduisent de celles de l’art. r4i, qui appartiennent 
à l’ellipse, en y changeant B et B' en B \/ — 1 et B' l/— i. 
Ces trojs équations suffisent pour résoudre toutes les ques- 
tions relatives à la recherche des diamètres conjugués de 
l’hyperbole. , 

La première signifie que la différence des carrés cons- 
truits sur les diamètres conjugués est toujours égale à la 
différence des carrés construits sur les axes. 11 résulte de 
cette propriété que toutes les hyperboles n’ont pas des dia- 
mètres conjugués égaux : car la supposition de A' — B' 
donne A — B , et réciproquement. L’hyperbole équilatère 
est dune la seule qui ait des diamètres conjugués égaux , 
'et tous les siens le sont deux à deux. 

La seconde des équations précédentes signifie que le pa- 
rallélogramme construit sur les diamètres conjugués est 
toujours équivalent au rectangle des axes , propriété qui a 
également lieu pour l'ellipse.. ; 

Enfin la relation *' 

/ , • 

A r tang a. tang a.' — B' = o , 

• 

étant comparée à celle de l’articJe i^i , signifie que l’on 
peut mener, par les extrémités du premier axe de l’hyper- 
bole , deux cordes qui se coupent sur cette courbe , et 
qui soient respectivement parallèles à deux diamètres con- 
jugués quelconques, dont la direction serait connue; ce qui 
permet d’appfiquer à l’hyperbole le moyen que nous avons 
donné pour trouver deux diamètres conjugués de l’ellipse 
qui fassent entre eux un angle donné. 

207. Si, par les extrémités .d;i diamètre sur lequel les 
■abscisses sont comptées, on mène deux droites dirigées 
d’une manière quelconque, elles auront pbur équations 

jr^afx-t-A'), yLa'{x-A') y 
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a et o' étant les rapports des sinus des angles qu’elles font 
avec ces deux diamètres. Pour que les droites se coupent 
sur l’hyperbole , il faudra qu’on ait 

A'^aa' — JB'* = o ; 

ce qui établit pour les diamètres une condition analogue à 
celle qui existe pour les axes. 

208. Si, par un point pris sur l’hyperbole, et dont les 
coordonnées, par rapport aux diamètres conjugués, seront 
xH on mène une tangente à celte courbe , il faudra 
combiner ensemble les trois équations 

A'* y* — B x '» == — A ,% B'* 

A'*yH* — B ' 1 x n% = — A'* B" 

* y — y" = a (* — x") , 

a étant le rapport des sinus des angles que fait la tangente 
cherchée avec les diamètres conjugués auxquels la courbe 
est rapportée. L’analogie que nous avons remarquée entre 
l’ellipse et l’hyperbole s’applique encore à ces équations, 
et donne 

__ JS'’ x» / 

° ~ A ' 1 * y n ’ 

et l’équation de la tangente devient 

A'yy" — B'^xx 11 = — A'* B '’. 

Celle d’une droite menée par le centre de l’hyperbole et le 
point de la tangence étant 

y = a'x , • . 

on aura 



Multipliant cette valeur par celle de a ,’ il vient 

JS'’ 

fla' — ou A'^aa 1 — B^—o. 

, Ai* ’ 
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d’où il suit que le point de tangence est sur une hyperbole 
rapportée à des diamètres conjugués parallèles à ceux de 
la proposée , et dont le rapport est le même. Cette hyper- 
bole passant à l’origine des coordonnées, et par le point où 
la tangente rencontre l’axe des x, un de ces diamètres est 
la distance de ce point à l’origine (hg. 71). Par conséquent, 
pour mener, d’un point M de l’hyperbole, une tangente k 
cette courbe ion mènera par ce point et le centre le diamètre 
AM ; par l’extrémité D’ du diamètre D AD', on tirera D'N 
parallèle à AM ; MT, parallèle à D N, sera la tangente 
demandée. Cette construction est précisément celle qui 
nous a servi pour, l’ellipse : on pourra donc appliquer à 
l’hyperbole toutes les conséquences que nous avons dé- 
duites relativement à la recherche des diamètres Conju- 
gués et des axes , lorsque la courbe est décrite, et que son 
centre est connu. 


Des Propriétés de V Hyperbole rapportée à 
ses asymptotes. 

209. L’équation de l’hyperbole prend une forme très- 
remarquable , lorsque l’on choisit ses asymptotes pour axes 
des coordonnées. A cet effet , il faut se rappeler que ces 
lignes font avec le premier axe des angles dont la tangente 

trignnométriqne est ± — y Ainsi , en reprenant les for- 
mules générales 

x = x' cos a -f -y' cos *' y — x' sin « -j- y' sin a* , 

* il faut supposer 

B , B 

tang a. = tangfc'=— . 

Alors les coordonnées x' y' seront parallèles auxasymp- 


I 
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totes. Or , en substituant ces valeurs de x et de y dans 
l’équation de l’hyperbole , 

Ay 1 — B'x* = — A‘B ‘ , 

elle devient 


(^’sin’a' — B 3 cos'a')^ a -|* 2 (/4’sin usina' — jB’cosœCOS*' )x'y t 
-J- (^’sin'a — B’ cos’ajx' ’= — A 3 B' . 

te 

Les coefficiens de y ' 1 et de x '• sont nuis d’eux-mémes , 
en vertu des valeurs précédentes de tang « et de tang a' ; 
* / yf x B* 

célui de x'y' se réduit à — — ^ ^ j et, en vertu de ces 
valeurs, l’équation de la courbe devient' 

, , A' + B 3 

x y — — 7 


aïo. Réciproquement,, il serait, facile de prouver que 
les asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui puis- 
sent la réduire à cette forme. Il suffit, pour s’en assurer , 
de substituer les valeurs générales de x et Ae y dans l’équa- 
tion aux axes , et de déterminer « et <t' par la condition 
que les carrés des coordonnées y' 1 et x'* disparaissent; car 
on retombe ainsi sur les valeurs précédentes de tang «- et 
de tang • 

ai i. Dans cette forme nouvelle de l’équation de l’hy- 
perbole , on reconnaît aisément la propriété caractéristique 
des asymptotes , de s’approcher sans cesse de la courbe. 
En effet, si l’on considère la valeur de y ' , qui est 


«* 


y'= 


A 3 A- B 3 

T* 


t 


on voit que cette valeur diminue à mesure que * / aug- 
mente, c’est-à-dire que la ligne PM , menée de l’asymp- 
tote à la courbe, devient de plus en plus petite, et est nulle 
À l’infini ( fig. 72 ). 11 en est de même des valeurs de x'’ 
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comparées à celles àt y' ; et, comme ces deux variables 
doivent toujours être de même signe pour que le produit 
M'y 1 reste toujours positif, ces résultats sont les mêmes 
pour les deux branches de la courbe, il n’y a que le signe 
de changé. • ■ 

2 ia. Si l’on prend la ligne AB (fig. y3) pour repré- 
senter le premier axe de l’hyperbole , et que MX' , AY ' , 
sbient les nouveaux axes des x' et des y' , c’est-à-dire les 
asymptotes de la courbe BE , parallèle à AX' sera égale à 
\/A'-\-B\ Or si par le sommet B de la courbe , on 
mène l’ordonnée BF terminée aux asymptotes , d’apres, la 
construction de ces droites BF, sera égale à £ ou au se- 
cond axe ; par conséquent AF sera aussi égal à BE , et 
par suite l’on aura AD~ BD. En répétant la même 

construction de l’autre côté de l’axe AB, relativement à 

• ¥ * 

l’autre asymptote , la symétrie de la figure montre que 
ADBD' sera un losange, dont le côté AD moitié de AF sera 

■ Soit /3 l’angle X' AY' formé par les asymp- 
totes ; l’équation précédente de l’hyperbole, multipliée par 
ain yS. donne . 

A- + £’ . 

xy' sin ■; .sin /3. 

Le premier membre représente l’aire du parallélogramme 
APMQ construit sur les deux coordonnées AP, PM, d’un 
point quelconque de la courbe. Le second membre re- 
présente l’aire du parallélogramme ADBD' formé sur les 
coordonnées ADI, D'B , du point B qui en est le sommet ; 
et l’équation précédente fait voir que ces quantités sont 
•constamment égales entre elles. Le grand losange BB'EE ' , 
quadruple de ADBD 1 ', se nomme la puissance de l’hy- 
perbole. 

2ï 3. Lorsque l’hyperbole est • équilatère , l’angle des 


V 


AP 
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asymptotes est droit : sin /3 = t ; le losange ADBD' devient 
un carré qui est toujours égal au rectangle des coordonnées. 

Pour plus de simplicité, nous supprimerons les accens 
des variables x' y', en nous rappelant toutefois qu’étant 
comptées sur les asymptotes, elles sont en général obli— 

A* 4- J 

ques. De plus, nous ferons - =3/’, "et il viendra 

4 

xy — jtfv 

“T 

2i 4- Soient x",y !l les coordonnées d’un point quel-» 
conque de l’hyperbole , on. aura 

x« y" = M\ 

Si , par ce point , on lui mène une tangente , elle aura 
pour équation . » 

y —y" = « (* — •*'/ ). 

Il s’agit de déterminer a ■ . » • 

Pour cela , nous considérerons d’abord cette droite 
comme une sécante; et pour trouver les points où qlle 
rencontre l'hyperbole, nous combinerons les trois équa- 
tions précédentes. Or les deux premières, étant retranchées 
l’une de l’autre, donnent 

xy — xl'yll = o , 

qui peut se mettre sous la forme t 

x (y — y 11 ) -b y" ( •* — x^ ) — o ; 

ou , en mettant pour^ — y 11 sa valeur tirée de l’équation 
de la droite, 

'• ’ (x : — x" ) £ ax ) = o. 

Cette relation est satisfaite quand x — x 1 * ; ce qui donne 
y =y" -, parce que xll^yH, sont les coordonnées du premier 
point d’intersection. L’autre facteur, égalé h zéro, donne 
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ax -\-yD = o. 

Si la droite est tangente , cette relation devra encore être 
satisfaite quand x — x 11 , et y—y*\ ce qui donne 

yll 

ax H -{-y 11 =o ou a — — — J 

vJ! 

. » 

et, d’après cette yaleur, l’équation de la tangente devient 
y —y" — — 3 -j( X — x"). 

21 5 . En faisant^ — o dans cette équation , on aura I’ab- 
seisse du point où la tangente rencontre l’axe des x , et 
x — x" sera la valeur de la soulangentc. On trouve ainsi 

x — -x 1 ! = x U ; 

c’eSt-à-dire que, lorsque l’hyperbole est rapportée à ses 
asymptotes , la soutangente pour chaque point est égale à 
l’abscisse qui lui correspond. Ainsi , pour mener cette 
tangente , il faut prendre sur l’asymptote, à partir du pied 
de l’ordonnée PM , une longueur PT = AP= x" ; MT 
sera la tangente demandée ( fig. y 3 ). 

Oh voit, par cette construction même, que , si l’on 
prolonge la droite MT jusqu’à sa rencontre avec l’autre 
asymptote en t , on aura Mt t= MT. La portion de la tan- 
gente qui est comprise entre les asymptotes se trouve donc 
coupée au point de tangence en deux parties égales. 

316. Si l’on mène au point M le diamètre AM , et que 
l’on nomme fi l’angle Y'AX' formé par les deux asymp- 
totes ( fig. ) , les triangles AMP , TM P , donneront 

AiyP =y* -f- x* ± a.xy cos fi 
TM * =y* + x* a xy cos /S ; 

d’où l’on tire 

AM* — MT* = 4-ry cos fi. (t). 
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L’angle formé par les asymptotes et l’axe de la courbe 

, . B • . 

a pour tangente trigonometrique — : on aura donc , en le 
nommant i , 

B A 

sm I = 


cosft=- 


V A' + B 

L’angle fi= 20 : donc 

cos fi— cos’ 0 — sin’ 0 , 

•ce qui donne 


V A' + B ’ 


cos fi — 


A* — B* 


A' + B % 

L’équation de l’hyperbole donne 

4 xy ■=. A*- f- B‘. 


Substituant dans l’équation (1) , il vient 

AM* — MT* ou A'* — MT*~A* —B*. 

*1 ' . * 

Or , A* — B* = A'* — B'* , donc MT = S' ; cette rela- 
tion doit subsister entre les diamètres conjugués de l’hy- 
perbole. mAM est ûn diamètre ; donc TMt est son con- 
jugué : ainsi , lorsque l’on connaît un premier diamètre 
mAM de l’hyperbole , son conjugué est la portion de la 
tangente menée à son extrémité , et terminée aux asymp- 
totes. 

217. On vient de voir que, si d’un point quelconque M» 
pris sur l’hyperbole (fig. 74) , et dont les coordonnées sont 
x n , y" , on mène une ligne droite qui ait pour équation 

y — y" — a (* — x tf ), 

l’autre point M dans lequel elle rencontre la courbe, e*t 
déterminé par l’équation 

y» 

ox-Jf-y* — °; d’où x — — • 


T 
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• C’est la valeur de l’abscisse AP". Mais, si l’on fait.yrro 
dans l’équation de la droite, elle donne aussi 



a 


Alors x représente l’abscisse AQ 11 du point où la droite 
rencontre l’axe AX , et a; — x 11 est la valeur de P" : il 
résulte donc de ces expressions que P" C)"—AP". Par con- 
séquent , si l’on mène M"'Q' parallèle à AX , les triangles 
pi J\1 11 seront égaux , et les lignes , 

seront égales entre elles 

C’est-à-dire que, si , d’un point quelconque de l’hyper- * 
bole, on mène une droite quelconque terminée aux asymp- 
totes, les portions dé cette droite comprises entre les asymp- 
totes et la courbe seront égales entre elles. Cela a encore 
lieu quand la droite est tangente, comme on l’a vu précé- 
demment. 

» 

Cccj fourrait un moyen très-simple de décrire une hyper- 
bole, dont on connaît tin seul point M" , avec la position 
des asymptotes ; car en menant de.ee point uue*droite 
quelconque Q"3I"Q'" terminée, à ces lignes, on portera 
Q"M" de Q'" en M'" ; M" sera un nouveau point de la 
courbe. En répétant cette construction, on trouvera autant 
de points que l’on voudra. 

Pour le. tracé, il est plus commode de ne pas mener 
toutes les lignes d’un seul point il/, et de.faire servir à cet 
usage quelques-uns de ceux que l’on détermine. On évite 
ainsi la* confusion qui résulterait d’un grand nombre de 
lignes passant par un même point. 

Onjpeut employer cette construction dès- qu’on connaît 
les deux axes de l’hyperbole et son centre ; car il est alors 
facile de déterminer ses asymptotes. 
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De l’Equation polaire de l’Hyperbole , et de la 
Mesure de sa, surf ace. 

ait). En reprenant ici la même marche que nous avons 
suivie pour l’ellipse , nous pc uvons déduire l’équation de 
l’hyperbole d’une seule des circonstances qui la caracté- 
risent. 

Proposons-nous , par exemple , de trouver une courbe 
telle que l'a différence des distances de chacun de scs points 
à deux points donnés soit constante et égale à a A. 

Soient F, F', les points donnés ( fig. y5 ). Plaçons l’ori— 
t gine en A , au milieu de la droite FF' , que nous ferons 
égale à 2 c ; et , supposant que M soit un point de la 
courbe dont les coordonnées AP , PM, seront représen- 
tées par x et y, on aura , en nommant z et z' , les distances 
FM, F'M, 

s ''=y l + (* — C Y z"=jr' + (x+c)' 

z ’ — z — 2 . A. 

s * 1 

En opérant ici comme dans l’ellipse , on trouvera 

Z* = 2 {y* -}- x 2 4 - c ’) z' = A-f- -T- 
» . ui. 



Eliminant z et z' , il vient 

* + + «' + **> 

qui peut se mettre sous la forme 

• ' A 1 (j’ -f ) — c’r’ z=A'(A‘ — c 1 ). 

Celte forme est la même que celle que nous -avons trouvée 
précédemment pour l’ellipse. En supposant x nui , elle 
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donne y* = A r — c\ 

C’est le carre de l’ordonnée y qui passe par l’origine. Mais, 
dans le cas actuel , où c est nécessairement plus grand que 
A, cette ordonnée est imaginaire , et de la forme B V — t , 
B étant une quantité réelle. On a donc, par cette substi— 
tution , 

c* = A 1 ■+ R 1 ; 
et il en résulte l’équation 

A' y' — B'x* = — A % B * , 

qui est celle de l’hyperbole rapportée au centre et à ses axes. 

21g. On pourrait , au moyen de ce qui précède, et en 
plaçant l’origine des x à l’un des foyers, former pour l’hy- 
perbole une équation polaire analogue à celle que nous 
avons obtenue précédemment pour l’ellipse. En effet, si 
l’on reprend l’équation 



et que l’on transporte l’origine des x au foyer F , on aura 


Si l’on introduit au lieu de l’abscisse x' Hangle p formé par 
le rayon vecteur z avec l’axe AB , on aura 


x’ = — z cos v 
£ 

et si de plus on fait • — — e , ce qui rend e plus grand 
que l’unité , l’équation eHtre p et z sera 

i + e cos p 


C’est l’équation de la branche hyperbolique BM rap- 
portée à son foyer F intérieur. 
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Si l’on eût mis l’origine à l’autre foyer F', en nommant 
z’ le rayon vecteur F'M , et appelant v' l’angle MF’ F 
formé par ce rayon vecteur avec l’axe, on aurait trouvé 

^0 — e ’) 

Z* • 7 * 

I — ^cosr 

Cette équation rentre dans la précédente , en faisant A 
négatif, et prenant v'=20O° — v l’équation polaire 

z — 1 > 

l -f- e cos v 

dans laquelle la branche hyperbolique est rapportée à son 
foyer intérieur, peut se déduire de l’équation analogue de 
l’ellipse , qui est 

A ( i — e 1 ) 

* i e cos v 9 

tn supposant A négatif, et e plus grand que l’unité. Cette 
dernière équation peut donc servir à représenter toutes le* 
sections coniques , pourvu qu’elle soit modifiée convena- 
blement. 

220. Nous avons vu que l’hyperbole équilatère est, par 
rapport aux autres hyperboles , ce qu’est le cercle par 
rapport aux ellipses. En appliquant ici ce que nous avons 
dit à la fin de l’article 1 , on pourra comparer l’aire 
d’une portion déterminée d’hyperbole quelconque à l’aire 
correspondante d’une hyperbole équilatère qui aurait le 
même premier axe ; et il en résulte que ces aires, com- 
prises entre les mêmes ordonnées, sont entre elles dans le 
rapport du second axe au premier. Il suit de là que, pour 
toutes les hyperboles qui ont le même premier axe , ces i 
aires sont dans le rapport des seconds ; mais leur mesure 
absolue ne peut s’obtenir que par le moyen des logarithmes, 
et la méthode qu’il faut suivre pour y arriver ne saurait 
trouver place ici. 
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221. Nous venons de discuter avec détail les équations 
particulières de l’ellipse , de la parabole et de l’hyperbole. 

Nous avons vu comment on peut en déduire la forme de 
ces lignes, la direction de leurs branches, celles des droites, 
qui les touchent , en un mot, toutes leurs propriétés. Mais 
les équations des lignes courbes ne se présentent pas tou- 
jours sous une forme aussi simple ; elles sont le plus sou- 
vent composées . d’un grand nombre de termes qui mas- 
quent les résultats les plus remarquables, ou ceux que l’on 
aurait le plus d’intérêt de découvrir. 11 est donc utile de 
savoir dégager ces résultats simples du milieu de la com- 
plication qui les enveloppe; et l’on y réussit toujours en 
suivant la marche générale que nous venons d’indiquer 
dans les chapitres précédens ; mais , comme l’usage de 
cette méthode deviendra plus facile par quelques exemples, 
nous allons l’appliquer à. la discussion de l’équation géné- 
rale du second degré, à deux indéterminées, lie qui réunira 
sous un seul point de vue tous les cas que nous avons con- 
sidérés jusqu’à présent. 

222 . Prérions donc l’équation générale 

Ay * -j- Bxy -j- Cx 1 -{-%• + Ex -f F = o , 
dans laquelle x et y désignent des coordonnées rectangu- 
laires , et cherchons la situation et la forme des courbes 
qu’elle représente suivant les différentes valeurs des coef- 
ficiens A , B, 6', il, E, F. 

Pour cela , nous la résoudrons par rapport à y ; ce qui 
donnera . 

_ ( Bx ±E> v / (7U-4/i C)x'-+ï{IW—ïAE)x-\-I) -~^ÂF. 

aji -j.A , «, ■ 
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A cause du double signe du radical, il y a en général deux 
valeurs dey; c’est-à-dire que , généralement parlant , il 
y a deux. ordonnées qui correspondent à la même abscisse. 
On pourra calculer et construire ces ordonnées lorsque les 
valeurs données à x rendront le radical réel : si elles le 
rendent nul , il n’y aura qu’une valeur dejy, et il n’y aura 
qu’une ordonnée ; enfin , si elles le rendent imaginaire , 
il n’y en aura point du tout, et la courbe ne passera pas 
au-dessus de l’abscisse que l’on aura considérée. 

Ainsi , pour connaître l’étendue et les limites de la 
courbe parallèlement à l’axe des abscisses, il faut chercher 
l’étendue et les limites des valeurs de x qui rendent la 
partie radicale réelle , nulle ou imaginaire. 

223. Ces diverses circonstances dépendent du signe de 
• / * • 
la quantité 

l * 

(£’ — -liAC) x\-\. j.(BU — 2.4E)x-\-I)' — ltAF. 

Or, on démontre en algèbre que, dans une expression de 
ce genre , on peut toujours prendre x assez grand pour 
que le signe de tout le polynôme ne dépende plus que de 
celui de son premier terme, qui est ici ( — 4 AC") x 3 ; 

et comme le carré x 2 est toujours positif par lui— même , 
ce signe sera déterminé par celui de la quantité B 2 — 4 AC. 
Il cs^ visible d’ailleurs qu’il 11 e changera plus au — delà de 
ce terme, lorsque l’on prendra pour x des valeurs de plus 
en plus grandes, parce que le premier terme ( B 1 — 4 AC)x* 
surpassera toujours de plus en plus la somme de tous les 
autres; d’où résultent les conséquences suivantes. 

Lorsque B' — 4 AC sera négatif, il y aura des valeurs 
de x an-delà desquelles l’ordonnée y deviendra toujours 
imaginaire , soit que l’on prenne x positif ou négatif. La 
courbe sera donc limitée dans le sens des x tant positifs 
que négatifs. 
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Lorsque B 1 — ^ AC sera nul, le polynôme affecté du 
signe radical perdra son premier terme. Alors, si BD — 2 AE 
est une quantité positive, on pourra prendre a; positif aussi 
grand que l’on voudra \y sera toujours réel : mais , si on 
le prend négatif, y finira par devenir imaginaire. Ce sera 
le contraire lorsque BD — 2 AE sera une quantité négative. 
Ainsi, dans ces deux cas, la courbe s’étendra indéfiniment 
du côté des x positifs , ou du côté des x négatifs , et elle 
sera limitée dans le sens opposé. 

Enfin, lorsque B 1 — 4 AC sera positif, il y aura des 
valeurs positives et négatives de x , au-delà desquelles 
l’ordonnée y sera toujours réelle. La courbe s’étendra indé- 
finiment dans le sens des x tant positifs que négatifs. 

En résolvant L’équation générale par rapport à x, au lieu 
de la résoudre par rapport zy, on trouverait pour l’axe des 
y des indications analogues. Il est même facile de s’as- 
surer qu’elles rentreraient dans les précédentes'; car le 
coefficient de-^*, sous le radical, sera encore B * — l^AC , 
et, selon que ce coefficient sera négatif, nul ou positif, la 
courbe sera limitée dans le sens dcs_y, ou elle s’étendra 
indéfiniment dans un sens parallèlement à cet axe , ou enfin 
elle s’étendra indéfiniment dans les deux sens, du côté des 
y positifs et négatifs. 

224. Nous sommes ainsi conduits à partager les courbes 
du second ordre , d’après l’étendue et la direction de leurs 
branches, en trois classes distinctes , savoir : 

Courbes limitées dans tous les sens : 

. ' caractère , 

Gourbes indéfinies dans un sens, et 
limitées dans un sens opposé. 

Courbes indéfinies dans tous les sens. B 1 — 4 AC > o * 

L’ellipse, telle que nous l’avons discutée dans le n°. 1 14, 
est comprise dans la première classe; la parabole, dans la 



* — 4 AC « 
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seconde; l’hyperbole, dans la troisième. Mais nous ne savons 
pas encore si elles sont les seules qui s’y trouvent renfer- 
mées : c’est une question que nous examinerons par la suite. 

2^5. Un seul cas échappe p cette classification , c’est 
celui dans lequel A et C sont nuis à-Ia-fois ; car alors 
l’équation générale perd ses termes en x* et en y', et se 
réduit à 

Bxy -{- Dy -f- Ex -|- F— o ; 

de sorte qu’on ne peut plus la résoudre à la manière du 
second degré. Mais dans ce cas, toutes les valeurs pos- 
sibles de x donnent pour j - des valeurs réelles, et récipro- 
quement. La courbe s’étend donc indéfiniment dans tous 
les sens, et elle est par conséquent du fenre, de l’hyper- 
bole. En effet, si l’on transporte les coordonnées parallè- 
lement à elles-mêmes , en faisant 

x = a+x', j = 

elle devient 

Bxy+(Ba+D)y'+(Bl>-i-E)x'+Ila6-i-Db+Ea+F=o. 

et, en déterminant les coordonnées a et b de la nouvelle 
origine de manière que l’on ait 

Ba -j~ ü — o , Bb -f- E = o , 
ce qui est toujours possible, elle se réduit à 
B À x'y -f- B F — 1)E = o. 

■Sous cette forme, on voit qu’elle représente une hyperbole 
rapportée à ses asymptotes. 

Nous allons maintenant discuter eh particulier les trois 
classes de courbes dont nous venons de reconnaître l’exis- 
tence , afin de déterminer précisément leur forme et leur 
situation. 


i5 < 
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Première classe. Courbes limitées dans tous 
les sens. 


Caractère , B‘ — 4 C < o. 

226. Pour discuter cette classe de courbes reprenons la 
râleur générale de y , qui est 

Bx-\-D 1 - - - ■» 

±^-5 V(B‘-ttAC)x'+2[BÜ— zAE^+V'-itAF. 


2 A 


Cette expression nous apprend que, pour trouver les points 
de la courbe , il faut construire pour chaque abscisse AP 

(fig. 75 bis) une quantité égale à | 3 61 P orter ai * - 

dessus et au-dessous du point N , déterminé par cette con- 
dition , la quantité que le radical représente; d’où il suit 
que chacun de ces points divise en deux parties égales la 
ligne correspondante MM' qui se termine *à la courbe. 

„ ., lBx+D\ ... Y ' 

Lette quantité — | ~Â~\ ’ ^ u> vane avet chaqtie va- 

leur de x , est l’ordonnée d’une ligne droite qui aurait 
pour équation 

f Bx+U f 

/ = “{— Y 

Par conséquent, cette droite est le lieu de tous les points 
N que nous venons de considérer; et elle divise en deux 
parties égales toutes les droites menées parallèlement à l’axe 
dcs^, et terminées à la courbe. On peut donc, à cause- 
. de cette propriété , lui donner le nom de Diamètro. Ce 
résultat s’étend à toutes les courbes du second ordre. 

227. Cherchons maintenant la limite de la courbe dans 


« 
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le sens des *. Pour cela, il est très-utile de décomposer en 
facteurs le polynôme qui est sous le signe radical. Or, si 
l’on écrit ainsi la valeur de y 

- { 

et que l’on représente par*' et** les deux racines de . 
l é quation 

B' — kAF 

'B' — ^AC + 2?’ — ^AC~°’ 

on pourra ensuite lui donner cette forme 

U'>x-\-D\ i * ' • * 

y \zA ^ L '~ /iAC ) Cx— O (*— *0- 

« • 

Les limites de la courbe dépendront des valeurs de et : 
. de x". 

Or ces racines peuvent être réelles et inégales, ou réelles 

* ^ “* ° U enfin toutes deilx imaginaires. Nous allons 
discuter successivement ces trois cas. 

228. Si elles sont réelles et inégales, lorsque les valeurs 

de * tomberont entre *' et *//, les facteurs *— x - x » 

' seront de signe contraire, et leur produit _*')(*_*//) 

sera négatif; et comme R 1 4r • / 

b , ci comme n — +.AL est aussi négatif, la 

quantité ( /?’ — / JCl f*— - v'ï u\ 

v •*;(* — x*) sera positive: p3r 

conséquent , l’ordonnée y aura deux valeurs réelles. 

Lorsqu’on fera * = *' ou * = *«, l c radical s’évanouira, 
et y a aura qu’une seule valeur , qui sera replie et égale 
JJx-\-ü 0 

3 ~TT" Dans ce cas ’ h n ’y aura rien à porter au- 

dessus du diamètre pour avoir les ordonnées de la courbé- 
et, par conséquent, les abscisses *' et *« appartienne , nt 

aux P? ,nts ou la courbe rencontre son diamètre 

* * 
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Enfin, lorsque l’on prendra x positif ou négatif , mais 
plus grand que x' et que x" , les deux facteurs x — x' , 
x — x" , seront positifs aussi bien que leur produit 
(a: — x' ) ( x — x n ) ; et à cause de B* — 4 AC négatif, 
la quantité ( JJ* — 4 AC ) ( x — x' ) ( x — x" ) sera néga- 
tive : ce qui rend les deux valeurs de^ imaginaires. 

On voit donc, par cette discussion, que la courbe est 
continue entre les abscisses x' et x ", et qu’elle ne s’étend 
pas au-delà. Si, aux extrémités de cês abscisses, on élève 
des perpendiculaires indéfinies sur l’axe des x, ces droites 
comprendront la courbe, et même elles lui seront tan- 
gentes, puisque l’on peut les considérer connue des sé- 
cantes dont les deux points d’intersection se réduisent à 
un seul. 

En résolvant l’équation proposée par rapport à x, au lieu 
de la résoudre par rapport à^, on arriverait à des conclu- 
sions semblables j on trouverait la courbe limitée entre deux 
valeurs dey, aux extrémités desquelles on pourrait mener 
deux droites parallèles à l'axe des abscisses, et qui renfer- 
meraient la courbe en la touchant. 

> ' i , 

On aura donc ainsi quatre points de la courbe; et, si 
l’on veut , on en pourra trouver un plus grand nombre 
entre les limites où elle s’étend. Si l’on veut connaître les 
points où elle coupe l’axe des a; , on fera y nul dans 
l’équation proposée ; ce qui donnera 

Cx 1 Ex -{- F — o. 

Les racines de cette équation seront les abscisses des 
points d’intersection ; et, suivant qu’elles seront réelles et 
inégales, ou réellés et égales, ou imaginaires, la courbe 
coupera l’axe des x en deux points , ou le touchera en un 
seul , ou ne le rencontrera pas. 


i 
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De même , en faisant x=o , on aura 
i Ay' -f- Dy F— o. 

et les racines de cette équation donneront les points où la 
courbe rencontre l’axe des_y. 

Cette courbe sera donc toujours fermée , comme l’el- 
lipse; mais sa position par rapport aux axes dépendra des 
valeurs particulières des coefficiens AB. . . . ; et, d’après 
ce qui précède , on pourra aisément la découvrir dans 
chaque cas particulier. Pour -ne laisser aucune incertitude 
à cet égard, nous avons formé ici le tableau de ces diverses 
conditions. 


CONDITIONS GÉOMÉTRIQUES. 

Courbe fermée du genre ^ 
de l’ellipse. 


CONDITIONS ENTRE LES COEFFICIENS. 


J?’— 4^C<0 


(0 


Réalité des racines x' et ) 

x». , ((BD-24Ey-(D’-ÏAF)(B'-4AQ>o(2) 


Deux points d’intersection 1 
avec l’axe des x. J 
Un point de contact avec ) 
l’axe des x. j 

Aucun point d’intersection 1 
avec l’axe des x. J 
Deux points d’intersection \ 
avec l’axe des y. ) 
Un point de contact avec ) 
l’axe des^x Ç 

Aucun point d’intersection 1 
avee l’axe des y. ) 


4CF>o 
E' — 4 CF— o 
E y — 4 F F < o 

D’ — ^AF>o 
D' — lyAF—o 
D‘ — !yAF<^.o 


(3) 

(4) 

( 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 


Lorsqu’on voudra discuter une équation particulière , 
dans laquelle les coefficiens À B . . . . seront des nombres , 
il ne laudra pas chercher à rappeler dans sa mémoire les 
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conditions précédentes, pour chercher ensuite numérique- 
ment celles auxquelles satisfait {'exemple proposé , caron 
ne tarderait pas à les oublier ; mais il faudra reprendre le 
raisonnement général et la marche directe^ de discussion. 
On sera conduit à ces résultats immédiatement , et sans 
aucun effort. 

Voici quelques exemples qui suffiront pour éclaircir ce 
4|ui précède , et sur lesquels les élèves feront bien de 
s’exercer : 

y ' — 2xy -f- 2x 7 — 2y +2æ=o 
satisfait aux conditions (t) (2) ( 3 ) (6) (fig. 76); 

y* — 2xy-\- 2X' — 2X o 
satisfait aux conditions (1) (a) ( 3 ) (7) (fig. 77);. 
y 1 — 2xy + 2 x 1 - 4 - a j -f* * + 3 = o 


satisfait aux conditions (1) (2) ( 5 ) (S) (fig. 78). 

229. Il existe un cas particulier compris dans les condi- 
tions précédentes , mais sur lequel il est cependant bon 
d’être prévenu , parce qu’il conduit à un résultat fort 
simple; c’est celui où l’on a A=C , et B=o. Alors l’équa- 
tion générale devient 


Ay ' 1 + Ax* + Dy + Ex •+ F = o , 


ou , en divisant par A, 


D 


E 


y' + .v’ -4 — — y + —j x+— j-==o 

Si l’on ajouta dans les deux membres la quantité 

D' + E' 


k* 


• } l’équation pourra être mise sous la forme 



t 


% 


4 
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* _ D* + Æ> — l^AE n 

4 ^ 5 


et , en la comparant à celle de l’art. ie5, on voit qu’elle 
représente un cercle qui a pour coordonnées de son centre 


D 

— JJ’ ~"rj’ rayon 


E 

xA ’ 


V 1P+E* — l^AF ■ 

; Pour 


a A 


que ce cercle soit réel , il faut que la quantité D*-\-E*—ttAF 
soit positive ; ce qui revient à dire que la condition (a) est 
satisfaite. 

a3o. Venons maintenant à la seconde supposition que les 
valeurs de x' et de x" soient égales entre elles : a ors le 
produit ( x — x' ) ( x — x") sera un carré ( x — x' )* , et l’on 
aura pour la valeur générale de_y 


y 


Bx -j- D _^_x — x' 
a A 2 A 


Vü'—l\AC . 


Quelque valeur que l’on donne à x, tant que x — x' ne 
sera pas nul, la valeur de y sera imaginaire, à cause de 
B * < — l^AC < o; mais ^ si _l’on fait x=x ' , elle se réduit 

à une seule valeur , qui est réelle et égale à — 

Ainsi, dans ce cas j la courbe se réduit à un point unique , 
situé sur le diamètre , et dont les coordonnées sont 





. Bx' + D 


2 A 


Pour que ce résultat puisse avoir lieu, et que les valeurs 
' de x ' et de x " soient égales entre elles , il faut que la 
partie radicale de leur expression, tirée de l’équation qui 
les donne, s’évanouisse d’elle-même , ce qui exige qu’on ait 

V 

[BD— 2 AE )*— (B*— 4 AC) (fl>-4.tf)=o (9}. 
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Cette condition, jointe à la première B ’ — ^AC<^o, 

détermine les cas où la courbe se réduit à un point. 

Il est facile de voir à posteriori à quoi tient ce résultat ; 
car, en faisant disparaître le radical de la valeur de y, on 
obtient, dans le cas actuel, l’équation 

( z Ay -f- Bx D) % — ( B * — 4 AC) ( x — a:')’::»» , 

qui est équivalente à la proposée. Or, AC étant 

négatif, le premier membre est la somme de deux quan- 
tités positives , et ne peut jamais devenir nul , à moins 
que chacune de ces quantités ne «oit nulle séparément ; ce 
qui ramène aux valeurs que nous venons d’obtenir. 

Voici quelques exemples de ce cas,. sur lesquels les élèves 
pourront s’exercer:., 

x' ~.o , y? -f- x ’ — 2 * -f- i —o. 

s3t. Considérons enfin le cas où les deux racines*' et x 11 
sont imaginaires ; alors le polynôme * — x') '■ x — ±" ) ne 
pourra' jamais changer de signe, quelque valeur que l’on 
donne à x. Cette proposition est démontrée dans les élé— 
mens d’a^èLre. Or, ou peut toujours prendre * assez 
grand pour que ce polynôme devienne positif, puisque son 
premier terme, est *’. Ainsi, il restera toujours positif; et 
comine le facteur U’ — 4 AC , qui le multiplie sous le radi- 
cal , est négatif dans la supposition présente, il s’ensuit que 
la valeur de y sera toujours imaginaire, quel que soit*: 
de sorte qu’il n’y aura pas de courbe. 

Cela arrivera lorsque la quantité qui entre, sous le signe 
radical, dans les valeurs de *' et de* # , sera négative ; 
c'est-à-dire , qu’il faudra qu’on ait 

Z?’— 4^C<o, ( B B — zAE, ’ — — 4 A C) {D-—l>AF)<o. 

, . . > 

lirt introduisant ccs conditions dans l’équation générale , 


» 
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on voit facilement pourquoi elle n’admet pas de solution 
réelle. En effet, la seconde inégalité peut être remplacée 
par l’équation 

D' — 4 AF ( BD — 2 AE)' 

B x — 4 JE ~ (B* — 4 AC)' + '* 


K x désignant une quantité essentiellement positive. En 

substituant cette valeur de — — 4 ^ - - dans l’expression 

B 2 — 4 AC r 

générale dey, celle-ci devient 

* 

*A » A' ■ 4 J ^ B'-iAC ^ (li-^ACy T i 

Elle peut se mettre sous la forme 


Bx-\-D i ■/ . . j / Bl)~-j.AE\ x T . » 

et, en faisant évanouir le radical, on en tire 


équation équivalente à la proposée : mais, B' — l±AC étant 
négatif, elle est composée de trois quantités positives dont 
la somme ne peut être nulle , à moins que chacune d’elles 
nAoit nulle séparément. On peut bien remplir cette con- 
dition pour les deux premières, en posant les équations 

J- » t n i -®/) — a AE 

zAy + Bx + D— o, x -} - , 7- = o , 

b -r- LL A C 

... . * . 

qui détermineront x et y. Mais la troisième quantité Â’% 

qui ne contient que les eoefficiens, ne peut être nulle 

d’elle-même , du moins en général , et c'est cc qui rend 

l’équation impossible. 
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Si cependant la quantité K était nulle-, on aurait alors 
deux équations du premier degré pour déterminer x etj', 
et l’équation représenterait un point; mais cette suppositioa 
exige qu’on ait entre les coefficiens ABC. . . la relation 

(JBÜ — zAE)' — (B' — 4 AC) (D* — 4AF) = o. 

Ce qui nous ramène au cas que nous venons de discuter 
précédemment, et dans lequel les valeurs de x' et de x 11 
étaient égales entre elles. 

Voici quelques exemples dans lesquels l’équation pro- 
posée est impossible : 

j’+ x J'+ x, + ï*4-.r+ I: = :0 » jy 1 +**-f- 2 ar -(-2 = o. . 

On voit en effet que ces équations peuvent être mises 
sous la forme 

(2y+*+0 , +3x’+3=o, jM“(*+0*+ I= iP* 

Jusqu’ici nous n’avons résolu l’équation proposée que 
par rapport ày; mais on trouverait des résultats absolu- 
ment semblables en la résolvant par rapport à x , et l’on 
arriverait aux mêmes conditions. C’est ce que l’on pour- 
rait aisément vérifier à posteriori mais on peut le voir 
immédiatement , d’après la forme même de la quantité 

{Bl) — zAE)'—{B' — 4AC){J)'—4AF), * 

à laquelle se rapportent toutes les conditions précédentes; 
car cette quantité étant développée , réduite et divisée par 
4 A, devient m 

ÀE' + CD 1 + F B- — BDE — 4 A FC. 

Et , sous cette formé , on voit qu’elle reste la même „ 
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quand on y change A en'C , et D en E ; ce qui revient 
à changer y en x dans l’équation générale. 

23a. 11 résulte de la discussion précédente que les 
courbes du second ordre , comprises dans la première 
classe, pour laquelle B 1 — 4 AC est négatif, sont en 
général des courbes fermées comme l’ellipse. Mais les 
conditions nécessaires donnent lieu à trois variétés , qui 
sont le point isolé j la courbe imaginaire et le (^cle. 

Seconde Classe. Courbes limitées dans un sens, 
et indéfinies dans l’autre. 

Caractère , B 1 — 4 AC = o. 

233. Considérons maintenant la seconde classe de 
courbes du second ordre , pour lesquelles B‘ — 4 dC 
est nul. Dans ce cas, la valeur générale de y devient 

y— — \/*{BU- 2 .AE)x+D'- u,AF ; 

et, en faisant, pour plus de simplicité, 

D'-AAF , 

a {BD — 2 AE) ~ X ’ 

elle peut se mettre sous la forme 


(Bx-i-JÏ) I y 

■r=-- Zt 1 ± t 1 \ / i{bd-,,.ie) (x-*'). 


2.A 


Si BD — 2 AE est positif, tant que l’on fera x plus 
grand que x', le facteur x — x' sera positif, et le radical 
sera réel j il deviendra nul , quapd x sera égal à x? ; et 
quand x sera moindre que x', le facteur x — x' deviendra 
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négatif, et le radical sera imaginaire. La courbe s’étend 
donc à l’infini dans le sens des x positifs, depuis l’abscisse 
x=x' \ l’ordonnée correspondante à cette abscisse servira 
de limite , et touchera la courbe. 

Les résultats seront contraires, lorsque BD — £AE 
sera une quantité négative, La courbe s’étendra indéfini- 
ment dans le sens des x négatifs , et sera limitée dans le 
sens opposé. 

D;^ ces deux cas, la ligne droite qui a pour équation 
< Bx -f- D 

*= ^r~ 

sera un Diamètre de la courbe, en donnant à cette ex- 
pression le sens que nous lui avons attribué dans l’ar- 
ticle 226. . 

234 . On arriverait à des résultats semblables , en ré- 
solvant l’équation par rapport à x ; l'équation du diamètre 
serait alors 

Ey + E 


«11 , en tirant la valeur de^' , 

2 Cx 


7 — jj 

Or , B 2 — 1 ) AC étant nul , on a 
2 C B 


E 

T‘ 


B 2 A 

Ainsi l’équation de ce diamètre devient 




Bx 


E 

~B ; 


c esl-à-dire qu’il est parallèle à l’autre diamètre 
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a3 7 

Bx _D 
^ -j. A 2 A 

que l’en avait trouvé en résolvant l’équation proposée par 
rapport à_y : nouvelle analogie de-la courbe avec la para- 
bole dont tous les diamètres sont parallèles^Ühtre eux. 

a 35 . Quant à la position particulière de cette courbe , 
et à sa situation par rapport aux axes , elle dépendra des 
valeurs des coeflicieus AB . . . On la découvrira en suivant 
la marche que nous avons appliquée , dans le n°. 228 , 
aux courbes du genre de l’ellipse, et on arrivera à des 
conséquences analogues. 

286. Au reste , la condition caractéristique du genre 
de courbe que nous considérons ici est très-facile à 
reconnaître; car , lorsque B' — l^AC est nul, les trois 
premiers termes Ay 7 -f- Bxy -f- Cx * de l’équation géné- 
rale forment un carré parfait, qui est celui de la quantité 

y \/ A + x V £■ 

a. 3 j. Voici quelques exemples sur lesquels on poitrra 


s’exercer : 

• 

y '— 2 xy + x'+x = 0 (Fig. 79) 

y * — 2 xy -f- x’ -f- 2 y — o (Kig. 80) 

y'— 2 xy + x' H- 2 y -f- 1 = o (Fig. bi) 

y ’ — 2 xy x 7 — 2 y — 1 = o* (Fig. 82) 

y* — 2 xy -f- x 2 — 2 y — 2 x = o. (Fig- 83 ) 


a 38 . Si la quantité BD — 2 AE , qui multiplie a: sous 
le radical , était nulle, la valeur dejr deviendrait 


*CTjr} ± 71 v/i>’-4 AF. 


Alors la courbe dégénère en deux lignes droites parallèles 
entre elles*; et selon que la quantité l ) 7 — 4 AF est 
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positive , nulle ou négative, ces droite* sont toutes deux 
réelles , ou se confondent et se réduisent à une seule , ou 
enfin deviennent toutes deux imaginaires. 

Dans ce cas, l’équation générale est décomposable en 

facteurs du premier degré , et peut se mettre sous la forme 

4p 

(2 Ay-{-Bx-\~D-{- \/ V l)‘-l^AF)=eo. 
En voici quelques exemples : 

y ’ — 2 xy-\- x ' — ï Deux lignes f (Fig. 84) 

y’‘-\-^xy~\-^x'' — 4=0 ) droites. \ (Fia. 85 ) 

y’ — 2xy-\-x‘-\-iy — 2.r-{-i:=o. I Une seule f (Fig. 86 ) 

y 1 — 4^-f-4x’=o... J ligne droite. \ (Fig. 87) 

_y*-f-aay-f-a? ! ‘-}" 1 = 0 \ Deuxdroites ( (Fig. 87 a) 

j’-hyA-i — 0 3 imaginaires.. \ (Fig. 87 b) 

289. Il résulte de cette discussion , que les courbes du 
second ordre , comprises dans la seconde classe , pour 
laquelle jB 3 — l^AC est nul, sont en général indéfinies 
dans un seul sens , comme la parabole , mais peuvent 
cependant donner comme variétés deux limbes droites 
parallèles , ou une seule droite , ou deux droites imagi- 
naires. 

Troisième ci.asse. Courbes indéfinies dans tous 
les sens. 

Caractère, B % — 4 AC.^> o. 

a 4 o. La discussion de cette classe de courbes est extrê- 
mement facile, après ce qui précède ; car elle se fait pré- 
cisément par la même marche ’ct par les mêmes procédés. 
Si l’on reprend la valeur générale dej>‘ , qui est 
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- igf±gU_j_ x + ^=^1 , 
\ -J.A i zA* } * ^ (B'^aC) 4^q. ; 

et que l’on représente par x' et a : V les deux racines de 
l’équation 

, (BD — 2 AE) D* — 4 AF 
*' + * (U' — 4 AC) x+ - 0 ’ 

t 

on pourra lui donner cette forme 

f=— ± 4 -AC) (x—x t ) (x — x«) ; 

2 A 2.A 


et , si l’on suppose que x' et x 11 soient des quantités 
réelles, comme B* — 4 AC est une quantité positivé, on 
verra facilement que la courbe est toujours imaginaire 
entre les abscisses x' et x" , mais qu’elle est toujours 
réelle hors de ces limites , où elle se trouve touchée par 
ses ordonnées ; forme tout-à-fait analogue à celle de 
l’hyperbole (fig. 88 ). t 

La condition de la réalité des racines x 1 et x ff est 


(BD — xAEy — (JS* — ^AC) (D* — ^AF) >o. 

Nous l’avions déjà obtenue dans l’article 228, pour la 
réalité des courbes du genre de l’ellipse. On voit donc que 
le signe seul de la quantité B? — l^AC détermine la courbe 
à être fermée et limitée, ou composée de deux branches 
séparées et indéfinies. 

On voit d’ailleurs que les abscisses x' et x 11 , entre les- 
quelles la courbe devient imaginaire , répondent à son 
intersection avec le diamètre qui a pour équation 

( Bx + D Y 

*=; tâ — 

Voici quelques exemples sur lesquels on pourra s’exercer: 


■0 
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y' — *xy — a;’ + 2 = 0 ( Fig. 8y ) 

y' — i’ + îæ — u y +1=0 ( Fig. 90 ) 

y' — 2 xy — x’ — 2j + 2x+-3 = o (Fig. 91) 
y' — 2 x* — 2 y + 6 x — 3 = o ( Fig. 92 ) 

On trouverait , comme dans l’article 228, les conditions 
nécessaires pour que la courbe coupe les axes des x et des 
y , ou les touche en un seul point , ou enfin ne les ren- 
contre pas. 

241- Il y a cependant un cas qui pourrait embarrasser 
les élèves , et sur lequel il est bon d’être prévenu ; c’est 
celui où l’un des carrés x’ ou y' manque dans l’équation 
proposée , quoique le terme en xy s’y trouve. Comme si 
l'on avait par exemple , 

Ay ’ - 4 - Bxy + Dy + Ex + F = o ; 

alors, en faisant y = 0 pour avoir l’intersection de la 
courbe, avec l’axe des x, on ne trouve pourx qu’une seule 
valeur 


F 



et cette valeur devient même infinie, si E est nul. Pour 
savoir ce que ce résultat signifie, considérons d’abord ce 
dernier cas, qui est le plus simple, puisque l’on a alors 

Ay 1 +- Bxy +- Dy + F = o. 

Si l’on prend la valéur de x, on trouve 

( + Uy + F) 

By 

Toutes les suppositions réelles pourjr donneront des va** 
leurs réelles pour x : mais ces valeurs vont toujours en 
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augmentant, à mesure que y diminue; car on peut les 
mettre sous la forme 




D 


F 

% ’ 


et, soit que l’on prenne y positif ou négatif, plus on le 
prendra petit, plus la valeur de x sera considérable : enfin , 
lorsque l’on suppose y nul , elle devient tout-à-fait infinie ; 
c’est-à-dire que les deux branches opposées de la courbe 
s’approchent sans cesse de Taxe des abscisses , sans pou- 
voir jamais l’atteindre. Cet axe est par conséquent une 
Asymptote de la courbe.’ • 

Au contraire, à mesure que y augmentera, le terme 

JT » 

^—deviendra moindre; et, par conséquent, la valeur 

correspondante de x, sur la courbe, approchera de plus 
en plus d’être égale à celle de la droite qui aurait pour 
équation 

A D 




B 


avec laquelle elle coïncidera tout-à-fait , si y devient in-, 
• F 

finie; ce qui rend nul le terme . Cette droite sera donc 

n y 

une autre asymptote de la courbe. 

24?- On trouverait des résultats tout-à-fait analogues , 
en traitant l’équation plus générale 

Ay' + Bxy + Dy + Fx + F=o; • 

seulement l’une des asymptotes serait simplement paral- 
lèle à l’axe des x , au lieu de se confondre avec cet axe. 
En effet, en résolvant l’équation par rapporta x, on trouve 

• _ {Ay'-\-Dy -f F) 

x ~ By E 

l6 
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Soit que l’on prenne y positif ou négatif, à mesure que 
le dénominateur By E diminue , la valeur de x aug- 
mente; et elle devient tout-à-fait infinie , quand on a 

♦ > . 

Bf*+E = o; 

ce qui donne 


E 



C’est l’équation d’une ligna droite parallèle à l’axe des 
abscisses. Les deux branches de»la courbe s’en approchent 
sans cesse , à mesure que x augmente ; mais elles ne la 
rencontrent qu’à une distance infinie do l’origine. Cette 
droite est par conséquent une asymptote de la courbe. 

Quant à l’autre asymptote, on la trouverait comiq£ dans 
le cas précédent; car, en effectuant la division indiquée 
dans la valeur de x, on aurait 

_A {BD — AE) {AE' + B' F — B DE ) 

* .B ^ B 1 B x ( By-^E) 

\\ mesure que y augmente , soit positivement , soit néga- 
tivement, le terme constant, -divisé par By -f-' E diminue: 
ainsi la valeur de x, déterminée par la courbe pour chaque 
ordonnée^-, approche de plus en plus d’élre égale à. la 
valeur donnée par la ligne droite qui aurait pour équation 


A BD — AE 



Enfin, si y devient infinie, ces valeurs deviennent égales. 
La 'droite dont il s’agit est donc une autre asymptote de 
la courbe proposée. 

Il résulte de cet examen que , lorsque le carré de x 
manque dans l’équation proposée , sans que le terme en 
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x y disparaisse, il existe deux lignes droites qui sont asymp- 
totes de la courbe, et dont l’une est parallèle à l’axe des x. 

Les résultats seraient contraires , si le carré manquant 
eût été y’. Alors il existe encore deux asymptotes , dont 
une est parallèle à l’axe des y. 

Enfin, si les deux carrés x* et y* manquent à-la-fois , 
les deux asymptotes sont respectivement .parallèles aux 
axes des et des x ; car alors l’équation devient 

Bxy -(- T)y Ex -{- F — o ; 

et l’on a vu , dans l’article 225 , qu’elle appartient à une 
hyperbole rapportée à des axes parallèles , aux asymptotes. 
Pour plus de simplicité , nous avons d’abord obtenu ce 
résultat par la transformation des coordonnées; mais 011 y 
parviendrait également, comme dans le cas précédent , 
par la discussion directe de la marche de la courbe. 

En général , quelle que soit la forme de l’équation , il 
suffit que B 1 — 4 ^ U soit une quantité positive', pour que 
la courbe ait deux asymptotes linéaires; car, en chan- 
geant seulement la direction des coordonnées , sans chan- 
ger l’origine, mais en les prenant inclinées sous des angles 
quelconques, on pourra toujours déterminer les angles de 
manière à faire disparaître en rfféme tems les carrés x' 1 * 
et y'’ dans la transformée; ce qui la ramènera directe- 
ment à la forme précédente , qui est celle de l’hyperbole 
rapportée à ses asymptotes. 

243. Passons maintenant au cas où des deux racines x' 
et xH sont égales entre elles; alqrs le produites: -,x')(.x-.x") 
devient un carré égal à (je — x * )’, et l’on a 

t B x -f- D) i 

J== ~ \~TÂ~\ TâV #- 4 ' lC - 

L’équation représente alors deux lignes droites qui sont 
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toujours réelles, puisque B 1 — 4 AC est une quantité 
positive. La condition de cette égalité des racines exige 
qu’on ait • $ 

{BD — 2 AEy — 0 B • — 4 AC)(D’ — 4 AF) = o. 

Comme le coefficient de x n’est pas le même dans les 
équations des deux droites , il s’ensuit qu’elles ne sont 
pas parallèles. 

Cette condition est la mérite que nous avons obtenue * 
dans l’article 23 o. 

Dans ce cas , l’équation proposée peut se mettre sous la 

Forme . p 

« 

{ 2 Ay -f- Bx -(- D — {x x') {/(B* — 4 AC)} x % 

{a Ay -f- Bx -|- D + (as — x') V' b * — 4 AC } = o. ' 

Elle est donc décopiposable en facteurs du premier degré, 
et peut être satisfaite en égalant séparément à zéro chacun 
de ces facteurs. 

244 - Généralement , lorsque l’équation proposée se | 

trouve multipliée toute entière par des facteurs rationnels 
en x et en y , il faut avoir grand soin de jes discuter 
successivement, et cliaçpn en particulier; car, puisqu’on 
satisfait à l’équation en les égalant à zéro , ils offrent 
autant de solutions qu’il n’est pas permis de négliger. 

245. Voici quelques exemples du cas précédent : 

y r — 2.x*-{- ay r-J- ï = o (Fig- g 3 ) 

y’ — 2= o (Fig. 9 4 ) 

y 1 -f- xy — 2X 1 + 3 a: — 1 = 0 . (Fig. g 5 ) 

246. Venons enfin au cas où les deux racipes x' et x * 
sont imaginaires : alors le polynôme (a: — or') {x — x") 
ne peut jamais changer de signe ; et, comme son premier 

i 


* 
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terme est .r% il reste toujours positif ; de plus, B * 4 AC 

est aussi positif. Ainsi , quelque supposition qu’on fasse 
pour x , la valeur de y sera toujours réelle, et chaque 
abscisse donnera des points de la courbe. Cependant cette 
courbe sera encore composée de deux branches séparées 
(%• 96), car chaque ordonne est divisée en deux parties 
égales par le diamètre dont l’équation est 

, (-&E -j- D ) 

J u A 


et , comme le radical \Z(B‘ — 4 AC) (x — x') (. x x") 

ne peut jamais devenir nul', ce diamètre ne coupe pas 
la courbe qui s’étend ainsi indéfiniment au-dessus dé lui 
et au-dessous. «Cette circonstance est tout-à-fait analogue 
à celle que présente le second axe de l’hyperbole. 

Les conditions particulières à ce cas son# 

4^C>o, (BD — 2.AEy — (JS 1 — l±AC) (D* — ^AF)<o 


En voici quelques exemples : 


« 


\ 


r, - 2 - 2 = » t (Fig. 97 ) 

+ + + (Fig. y8) 

y’-2ay-z'-2z-2=o ' (Fig. 9 g) 

a 47 ‘ — C. f et B — o , l’équation générale 

devient 

‘ Jj' — Ax> -f Dy + Ex + F = o, 

eu 


D E * F 


■ o. 


Elle peut, par conséquent, se mettre sous la forme 




— — 4 AF „ 

jr 


bigitized by Google 


^46 DISCUSSION 

et l'on voit, qu'elle représente alors une hyperbole équila- 

«, , , 1) , E 

1 ère, qui a pour coordonnées du centre , -f- — , 

. . 1) — E* — 4 A F 

et pour puissance — — 

à celui du cercle, dans la pnemière classe des courbes , 
article ' 22 g. 


Ce cas est analogue 


246 - 11 résulte de cette discussion que les courbes du 
second ordre , dans lesquelles IP — 4 etC cst positif,' sont 
toujours des courbes indéfinies composées de deux bran- 
ches séparées ; elles comprennent comme variétés deux 
lignes droites qui se coupent , et l’hyperbole équilatère. 

34g. On voit , par ce qui précède , comment il est pos- 
sible de déduire de l’équation d’une ligne courbe sa forme, 
son étendue , ses limites et toutes les sinuosités de son 
cours: la marche que nous venons de suivre est générale, 
et s’appliquerait également à tontes les courbes algébriques. 
11 est dune très-utile de s’en bien pénétrer , et de s’en 
rendre l’usage familier par des exemples. Mais aussi c’est 
tout ce qu’il faut retenir; car il serait inutile, et même 
nuisible , de fixer dans sa mémoire les conditions parti- 
culières cpii ont lieu entre les coefficiens suivant les différens 
cas , et il faut plutôt se laisser naturellement conduire à 
ces conditions par la suite, des raisonneinens. 


Identité de toutes les Courbes du second ordre 
avec les Sections coniques. 

25o. Des courbes que nous venons de découvrir en dis- 
cutant l’équation générale du second degré, nous ont offert 
la plus grande analogie avec les sections du cône, et même 
s’y sont fréquemment ramenées. 11 est intéressant de savoir 


y 
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au juste jusqu’où s’étend cette analogie; et, pour cela, 
nous n’avons pas de moyen plus sur que de reprendre 
l’équation générale , et de la réduire à la forme la plus 
simple parla transformation des coordonnées, sans toutefois 
particulariser en aucune façon les courbes qu’elle ren- 
ferme. 

Pour cela, reprenons cette équation générale, qui est 

• -Aÿ 1 -f- Bxy Cx 1 -j- Dy -J- Ex -|- F == o. 

Sur la courbe qu’elle représente , prenons un point quel- 
conque dont les coordonnées soient a et b, en sorte que 
l’on ait 

Ab ’ -f- Bab -f- Ca 1 -j- Db -f- Ea -f- F — o ; . 

et transportons l’origine des coordonnées à ce point , en 
faisant 

* = y = b+y', 

« 

x' et y' étant de nouvelles coordonnées parallèles aux 
premières. Cela est toujours possible , si l’équation pro- 
posée représente tine courbe réelle; en y substituant pour 
x et y leurs valeurs , elle devient 

Ay' ’-f -Bx'y -j- Cx >1 -\- 'yAb-Y Ba-\-D)y' -Y{iCa-{-Bb-{-E jx'—o 

ou, en faisant, pour plus de simplicité, 

2 Ab -f- Ba -4- D = I)' 2 Ca + Bb + E = E', 

Ay ' 1 -f- Bx'ÿ -j- Cx ' 1 -f- D'y" -Y E'x' = o. 

2Üi. Changeons maintenant la direction des coordonnées 
x' y' autour de la nouvelle origine , en les laissant tou- 
jours rectangulaires : pour cela , il faudra employer les 
formules 

x' = x 11 cos « — y II sin «, y' = x" sin « -{■ y" cos a ? 

* 
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x" et y H étant les nouvelles coordonnées. En substituant 
ctfs valeurs de x' et Aey ' , on a 

( A cos’ a — B sin * cos « + C sin’a)^®’ 
sin’ a + B sin et cos a + c cos*«) x' /a 
-{- |2^sin«cos<»-{-fi(cos’a — sin’a) — aCsinacos«| x n y , > 
cos « — E' sin u)y" -f- [D 1 sin a -f- E 1 cos a ) x" 

Comme l’angle u est f out-à-fait arbitraire , on peut le dé- 
terminer de manière à faire dispçraîfre le terme affecte de 
x 11 y 11 . Pour cela il faudra établir la condition 

2. A sin a cos*-j- B (cosV — sin’ *) — 2 Csin acos*=o. 
Or , on a en général 

sin 2 « = 2 sin « eos « cos 2 a — cos’ a — sin’ a.. 

Ainsi l’équation qui détermine a peut se mettre sous cette 
forme * 

( A — C) sin 2 a + B cos 2 « = o; 

et elle donne , . * 

B 

tang2 „ = 

L’angle 2 « sera toujours réel , puisque sa tangente est 
réelle : ainsi la transformation et la réduction précédente 
sont toujours possibles. Pour l’introduire dans l’équation 
proposée , il faut observer que l’on a en général 

1 -j- COS 2 a . I — COS 2 a 

cos* <t= , . sin* u— . 

2 . • 2 

• • 

En y substituant ces valeurs et celle de sin «'cos o , on 
trouve 





Digitized by Google 



DES EQUATIONS. t s49 

| A 4 C — B sin 2 a. 4 ( si — C.) cos 2 a ] y”* 

4 -{A + C-\-B sill 2 a — (4 — C ) ços 2 a J x//' ' 

+ 2 (D , C 0 Sa-E'silla)y / ''+ 2 (D / sina-}-E' cos a) X ,, .j 

Or , la valeur précédente de tang 2 « donne 

tang 2 « — J> 

■ ÿ B * + (A — cy' 


sin 2 a : 


Vï 


4 tang 2 « 


A—C 


COS 2 a : 


v. 


-f- tang 2 a 


V/ ü*-+ ( 4 — 6’ )* 


Si l’on représente par il/ et N les eoefficiens d cy"* et de 
x"* , on trouvera , en y substituantes valeurs , 

il/ = A jO 4 V^-S 1 ■(■ ( 4 — E) a , 
iV= 4 4 C — l/jB« 4 ( 4 — C)» ; 

et l’équation devient 

My"' + Nx"* 4 2 ( D' cos « — E' sin a) y* « 

. 4 2 C sl . n * 4 E' cos a) a.' w = o. 

On voit que les eoefficiens il/ et N seront toujours des 
quantités réelles, et c’était une conséquence nécessaire de 
.la valeur réelle trouvée pour tang 2 a ; mais, de plus , on 
peut toujours faire en sorte que ^ / soit une quantité po- 
sitive, et il suffit, pour cela, de disposer l’équation de 
manière que A soit positif; ce qui-est toujours possible , 
en changeant les si^pes de tous ses termes. En effet , A 
élfcnt positif, si C l’est pareillement, il/ sera entière- 
ment composé de quantités positives ; et si C est né- 
gatif et égal à — C, la jfhrtie radicale, qui devient 

V & + {A -[•€)’, l’emportera ^léccssaircmjsnt sur la 
partie rationnelle , qui est alors A — C. 
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25a. Nous pouvons donc toujours admettre , dans ce qui 
va suivre , que M est positif, et nous userons de cette 
liberté. 

En supposant le coefficient dejy nul dans l’équation pré- 
cédente, elle devient tout-à-fait comparable à celle des 
sections du cône , trouvée dans l’article gy ; elle a alors le 
même nombre de termes , et ils sont composés en x et y , 
de la même manière : on pourrait donc , d’après cette seule 
comparaison , conclure déjà leur identité. 

Mais l’équation générale des sections du cône n’est pas 
toujours réductible à la forme de l’article g- y^parce qu’elle 
devient impossible dans certaines circonstances où le cône 
ne peut être coupé par le plan des xy. De même l’équation 
générale que nous discutons ici a aussi certain cas d'im- 
possibilité , comme nous l’avons déjà reconnu : il faut donc 
voir si ces' exceptions répondent aux mêmes circonstances; 
et , pour cela , il n’y a pas d’antre moyen que d’effectuer 
entièrement le calcul nécessaire pour ramtfhcr l’équation * 
précédente à la forme 

y'-j-aX 1 ~i-0X =0, 

que nous avons adoptée dans l’art, gÿ , et qui ne renferme 
que des courbes réelles , l’ellipse , la parabole et l’hyper- 
bole. 

253. Pour faire cette réduction , il faut seulement trans- 
porter l’origine sur un autre point de la courbe qui soit 
tel , qu’une, des premières puissances de y 11 ou de xH dis- 
paraisse. Soient X" et Y H les coord^inées de ce poii^. ; 
puisqu’il est sur la courbe , il devra satisfaire à son équa- 
tion , c’est-àr-dire , qu’on aiya ' • 

i 

MYf -f -NX»* -f D' cgs a — E' sin * ) Y" 

-f- 2 (ZP sin a -j- E' COS a) X" = o \ 
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et en faisant 

x» = X" + x "> , • 

y" = Y" -i-y"! i 

* 

l’équation proposée deviendra 

My'"' -j- Nx'"‘ + 2 ( MY 11 + D' cos a. — E' sin a.) y’" 

2 ( Nx 11 D' sin cl E' cos a)x'"~o. 

Pour que le coefficient de y 1 " disparaisse , il faut qu’on ait 

il JY 11 4 - E’ cos a. — E' sin a = o : 

et , en faisant, pour plus de simplicité , 

2 ( NX 11 -|- j U' sin a. -f- E’ cos a) — P , 

l’cquation générale sera réduite à 

Mÿ"* -f- Px"' = o , 

résultat tout-à-fait comparable à celui de l’article 97 : 
mais pour que cette réduction soit possible , il faut prou- 
ver que les coordonnées X 11 et Y" de la nouvelle origine 
seront toujours réelles. 

Pour cela , reprenons les équations qui les déterminent, 
et qui «ont 

MY ll:t -{-NX " 2 -j- a (J)' cos a — E' sin &) Y" 

-f- 2 ( D' sin a -f -E' costt) X 11 = o , * 
MYH -(- D' cos « — E' sin « = o. 


La valeur de donnée par la dernière , est évidem- 
ment réelle ;il ne peut y avoir .de difficulté que pour celle 
de X" , qui est donnée par une équation du second degré. 
Or, en mettant dans cette équation pour Y 11 sa valeur , et 
divisant tous ses termes par AT, elle devient 


y + Æ? ■+*'“»«> A.- 


(D' cos a — E ' sin 

MX, “ 


o. 
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En la résolvant, on trouve 


7 J'sin*-j-£'cos« 

L I l/iV/KcOSa-J 

S'sin a) 3 -j-d/ (D'sin «-{-E'cosa ) 3 

N 

± n y 

il/ 


La réalité des valeurs de. X 1 / dépendra donc du signe de 
la quantité qui se trouve sous le radical , et comme il a 
été prouvé plus haut que M est toujours positif^ il suffira 
de considérer le numérateur 


N ( B' cos « — E' sin * )’ -f- il/ ( D' sin a -j- E' cos «)*. 
En développant cette quantité , elle devient 


{Ncos’«+Ms\ira)B / '+(K l n'«+Mc.os'a)E'> — a (IV — i)/)sinacos*. /)'£' - 


ou , ce qui revient au même , en mettant pour cos 3 a et 
sin’ a leurs valeurs en cos a * , 


^X + M+(N-M)cos 2*} d> { iV-f M-jN-M ] cos a «j 


£' 3 -(iV-il/,sin2*. D'E\ 


Or, si l’on se rappelle les valeurs trouvées plus haut pour 

il/ et J\ , on en déduira facilement 
* 7 


M-f-iV— a (A + C) 

N — M= —a VU* + {A—t / , 

et , de suite , 

( iV — M) cos air — a (A — C ) 

( N — il/) sin a a =a/f ; 

en sorte qu’avec ces valeurs la quantité proposée devient 


a CD'‘ -j- *2 yiE f 3 — • a BB'E'. 

\ 

Si l’on substitue dans ce résultat pour B' et M' leurs 
valeurs a Ab Ba -[- B , a Ca Bb -f- £ , et qu’on s«r 
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rappelle que les coordonnées a et b sont assujetties à 
l’équation , . « 

« 

Ab 1 -j- Eab “H -f- E)b -f- Ea -j- F = o , 

* 

on trouvera définitivement qu’il se réduit à 

AE‘ -f CD 1 -+- FB '* — BDE — 4 AFC. 

Par conséquent , il est nécessaire et il suffit que cette 
quantité soit positive , pour que les valeurs de X" soient 
réelles. Or, c’est précisément la condition que nous avons 
trouvée dans l’article 23 i, pour que l’équation générale 
du second degré puisse représenter une courbe : si elle est 
satisfaite, on pourra trouver pour a e.t b des valeurs réelles; 
si elle ne pouvait être satisfaite pour une équation re- 
présentant une courbe , c’est qu’il faudrait , après avoir 
changé les signes , l’ordonner par rapport à x. L’équation 
y * — 2 xy — je’ — 2=o(n“. 246) en fournit un exemple. 
Toutes les transformations précédentes pourront subsister , 
et l’équation générale du second degré -pourra se ramener 
à la forme 

' My* Nx * -f - P* = o. 

* • 

Ainsi elle ne représentera jamais qu’une ellipse, une pa- 
rabole , ou une hyperbole : résultat qui completle ce que 
nous avions à démontrer relativement aux courbes du 
second ordre. 

254 - On voit aussi, par cet exemple général , la marche 
qu’on devra shivrc dans chaque cas particulier pour sim- 
plifier , par la transformation des coordonnées , les équa- 
tions que l’on pourrait se proposer de résoudre , et pour 
les ramener ainsi à la formé précédente. 11 faudra d’abord 
discuter l’équation de la courbe , pour voir si elle est 
réelle. Alors on dé terminera un quelconque de ses points, 
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et l’on y transportera l’origine; puis on changera la di- 
rection des axes, pour faire disparaître le terme .ry, et 
enfin on transportera de nouveau l’origine sur la courbe , 
de manière à faire disparaître une des premières puis- 
sances des variables. La courbe se trouvera ainsi rappor- 
tée , comme dans l’article 97 , à son axe et à son som- 
met. 11 sera facile de trouver son centre et ses axes , si 

ft 

elle en a. 

O11 pourra même, dans chaque cas particulier, profiter 
de. ce que l’on aura découvert, par la discussion générale, 
relativement à la nature des courbes proposées, pour arriver 
plus directement et plus élégamment aux formes «impies 
sous lesquelles nous les avons considérées d’abord. Par 
exemple, si l’on sait qu’il s’agit d’une ellipse ou d’une • 
hyperbole, on pourra déplacer l’origine des coordonnées 
de manière à la mettre au centre de la courbe , et, pour 
cela, il faudra faire disparaître les premières puissances 
des variables, puisque la courbe est symétrique autour de 
son centre. Pour effectuer cette réduction , on fera 

x = o + x', y=b 

a et b étant les coordonnées de la nouvelle, origine. En 
substituant ces valeurs dans l’équation générale 

Ay* -|- Bxy Cx 1 -J- Dy -|- Ex -|- F = o , 

on pourra disposer des indéterminées a et b de manière 
que les premières puissances de x' et de y' disparaissent 
de la transformée ; ce qui donnera les deux équations 
suivantes 

2 Ab Ba - f- 1 T~ o 

2 Ca Bb -j- E = o , 

auxquelles ces .quantités devront satisfaire; et.alors l’équa- 
tion de la courbe rapportée à cette origine deviendra 


255 
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Ay'*-{-'Bx'y -\-Cx'‘‘~\-Ab’‘-\-Bab-\-Ca'~\-Db -j-Iïa-f-F—o. 

En effet , sous cette forme , on voit qu’elle est symétrique 
relativement aux nouvelles coordonnées y' et y. 

Les équations qui existent entre les coordonnées a et b 
de la nouvelle origine sont du premier degré , et repré- 
sentent deux lignes droites : ces droites ne pouvant se 
couper qu’en un seul' point, il s’ensuit qu’il n’y a qu’un seul 
centre dans les courbes du second ordre. En effet, ces 
équations donnent pour a et b les valeurs suivantes 

_ 2 AE — BD 2 CD — BE 

a B'—kAC ’ “ — ’ . 

et ces valeurs sont uniques : elles deviennent infinies , 
quand B * — 4 -'fC est nul ; ce qui signifie qu’alors il n’y a 
pas de centre , ou , en d’autres termes , qu’il est placé à 
une distance infinie de l’origine. Ce cas est celui de la 
parabole, comme l’indique l’équation B’ — 4 AC=o , qui 
forme le caractère de (fette courbe. Dans ce cas , les deux 
droites qui déterminent le centre par leur intersection 
deviennent parallèles, puisque leur point d’intersection est 
infiniment éloigné. Si , de plus , un des numérateurs est 
nul en même tems que B 1 — ^ AC, ces deux suppositions 
rendent aussi nul l’autre numérateur , et les valeurs précé- 
dentes de a et de b deviennent indéterminées ; alors il 
faut revenir aux équations mêmes qui les déterminent, et 
y introduire ces suppositions. Or il est facile d’en déduire 
que, dans ce cas, les deux équations en a et b se réduisent 
à une seule., et par conséquent ne suffisent pas pour dé- 
terminer ces deux quantités. Il y a donc , dans ce cas par- 
ticulier, une infinité de centres qui sont tous situés sur une 
même ligne droite : mais aussi , dans ce cas , la courbe 
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se réduit à deux droites parallèles , comme il est facile de 
s’en assurer par les méthodes de l’article 238 , et tous les 
centres se trouvent sur la ligne droite cjui est intermédiaire 
' entre elles. 

Lorsque la courbe sera rapportée à son centre , comme 
nous venons de le dire , il faudra changer la direction 
des coordonnées autour de ce centre , de manière à faire 
disparaître les premières puissances des variables; et alors 
la courbe se trouvera rapportée à ses axes. Si c’est une 
hyperbole , on pourra la rapporter à scs asymptotes , par 
, le meme procédé. 

S’il s'agit d’une, parabole qui n’a pas de centre , on ne 
pourra pas la traiter de cette manière*; il faudra alors trans— 
porter l’origine au sommet de la courbe, en suivant la 
inarche que nous avons indiquée. 

Et c’est pour comprendre tous ces cas dans un seul que 
nous avons adopté cette marche dans l’article précédent , 
en ramenant l’équation à ne contenir que les carrés des 
variables et la première puissance d’une d’entre elles; car 
cette forme convient également à l’ellipse , à Itfparaboïe et 
à l’hyperbole. 

Au reste, il suffira le plus souvent de discuter l’étendue 
et la forme de la courbe par la méthode générale qui repose 
sur la considération successive des valeurs de y \ on trouvera 
ainsi autant de points qu’il en faudra pour savoir, dans 
tous les cas, quelle est sa nature, et comment elle est si- 
tuée. Le reste , s’il est nécessaire ,• s’achèvera par la trans-, 
formation des coordonnées. 
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a55. On a vu dans l’art. 5a , que les équations entre trois 
variables représentent des surfaces , comme celles qui sont 
entre deux indéterminées représentent des lignes. On classe 
aussi les surfaces d’après le degré de leurs équations. Ainsi 
le plan dont l’équation est linéaire , est du premier ordre. 

Nous ne considérerons ici que les surfaces du second ordre, 
dont l’équation la plus générale est 

Az’+A'f* +Aiïx‘+Byx+B'xz+B>fxy-j- £z+ C'y+CI>x+F=o (i) ; 

«t nous supposerons les coordonnées ry rectangulaires. . 

Puisque deux des variables x,y , z, peuvent être prises 
4 volonté , ce qui se présente d’abord de plus simple est de 
résoudre l’équation proposée par rapport à une. d’entre 
elles , par exemple , par rappoit à * : alors , en donnai^ 
successivement à x et à y toutes les valeurs possibles , on 
en déduirait les valeurs correspondantes de z , et par con- 
séquent la position de différens points de la surface. 

Mais cette méthode , que nous avons employée dans la 
discussion des lignes courbes , ne serait pas propre à don?- 
ner une idée nette de la forme et du cours des surfaces , 
parce que , s’il est facile de saisir par la pensée la liaison 
d’une seule suite de valeurs , il serait très-difficile d’é- 
tendre cette idée & deux dimensions. Pour obvier à cet 
inconvénient , on imagine une suite de plans coupans me- 
nés suivant une certaine loi , par exemple , parallèles 4 
l’un des plans coordonnés. En combinant les équations de 
ces plans avec celle de la surface proposée , on déter- 
mine (n ? . 6t ) leurs intersections mutuelles. La nature de 

J 7 
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ces intersections et la manière dont elles se succèdent, font 
saisir et voir , pour ainsi dire , dans l’espace , la nature de 
la surface et les divers inouvemens des Nappes qui U 
composent. 

Pour donner un exemple de ce procède , apphquons-le 
au cas très-simple où l’équation proposée serait 

+ = R \ 

* 

• Prenons les plans coupans parallèles au plan des xy, leur 
équation sera , par le n°. 5a , de la forme 

c=a, 

a étant une constante : substituant cette valeur de z dans la 
proposée , on a . f 

x * y* R 1 — uV 

Cette équation , qui appartient ( n°. Co ) à la projection de 
Pintersection sur le plan des xy , représente, quel que soit 
, une circonférence de cercle dont le ccntée est à l’ori- 

* girte , et dont le rayon est ]/ R'— a ' : ce rayon est réel tant 
que a , positif ou négatif , est plus petit que Jt; il est nul, 
quand a égale R, et imaginaire, quand fl surpasse R. Ainsi, 
3ans le premier cas , l’intersection est une circonférence 
de cercle ; dans le second , ce cercle se réduit à un point , 
et au-delà , la plan ne rencontre plus la surface. 

L’équation proposée étant symétrique par rapport aux 
trois variables x,y, on obtiendrait des résultats sem- 
bl a blés en prenant les plans coupans parallèles à un quel- 
conque des plans coordonnés : chacun de ceux-ci couperait 
la surface suivant des cercles égaux , et qui auraient pour 
équation *. 

H-y» = ü 1 , + *'=R‘ y* + z' =#* 


# 
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On peut donc concevoir la surface proposée comme en- 
gendrée par lé mouvement d’un cercle parallèle au plan des 

xy, et dont le rayon variable , et représenté par V R* — z' % 
est l’ordonnée du cercle suivant lequel le plan des xz , ou 
des yz , rencontrerait la çurface. On reconnaît à cette pro- 
priété la génération de la sphère que j’ai choisie pour 
donner une application simple du procédé général ; car , 
dans ce cas particulier , on peut aisément reconnaître la 
nature de la surface r en observant que \/ x ’ -} -y* -j- z * 
est la distance d’un point quelconque à l’origine des coor- 
données : distance qui est constante d’après l’équation pré- 
cédente ; ce qui caractérise la sphère. 

C’est pour plus de simplicité que nous avons choisi les 
plans coupans parallèles aux plans coordonnés : par cette 
disposition, les projections des interjections ne diffèrent 
pas des intersections elles-mêmes. Nous n’aurions pas eu 
cet avantage en prenant les plans coupans dans les direc- 
tions quelconques : si , par exemple. , nous les eussions 
menés par l’origine , ils auraient eu des équations de la 
forme 

Ax~f-By-f-Cz= o ; ' . 

et la combinaison de cette équation arec la proposée eât 
donné, en éliminant z , 

( A‘ C 7 ) x’ -j-a ABxy-\- ( B 7 -f- C')y 7 = R‘ C*. 

Alors la projection de l’intersection sur le plan des xy est 
une ellipse. On pourrait cependant reconnaître que celte 
intersection elle-même est une circonférence de cercle, et 
l’on y parviendrait en la rapportant à des coordonnées prises 
dans le plan coupant. Je donnerai par la suite des méthodes 
pour atteindre ce but. 

256. En général on peut, à l’aide de ce que nous avons 

• ' . ♦ 

1 
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dit dans le n". 60 , déterminer les intersections d’une sur- 
face quelconque par un plan , et il est visible que ces in- 
tersections seront en général des courbes du même ordre 
que la surface : mais , avant d’appliquer ces procédés à 
Téquâtion générale du second degré , il faut remarquer 
qu’une pareille équation n’est pas toujours possible, et 
qu’il existe des cas où elle ne saurait représenter aucune 
surface. Pour les déterminer , opérons ici , comme nous 
l’avons fait n°. 22a , sur l’équation du second degré entre 
deux variables. En résolvant l’équation proposée par rap- 
port à r, et supposant , pour plus de simplicité, 

« • 

B' — kAA'=o 2 {B B' — 2 AB") = b B'*— 4 A A" =t 
2.(BC — 2AC') =d a.(B'C — 2AC)=e O—^AF-f, 

elle donne 

4 « 

+ y/ ty'-tfxy+cx’+ify+ex+f). 

Pour que la valeur de z soit toujours imaginaire , quels 
que soient x et y , il faut que la quantité comprise sous le 
radical soit toujours négative. Or , en supposant x nul , 
on pourra ( n°. 223 ) donner à y une valeur telle que le 
signe du résultat ne dépende que de celui de a : on 
aura donc d’abord, pour première condition de l’imagi- 
narité , . ' 

B 1 —4 AA' < 0 . 

De pl us , pour que la quantité qui est sous le radical con- 
serve toujours son signe négatif , il faut qu’elle ne puisse 
jamais devenir nulle , et par conséquent qu’en l’égalant à 
ïéro , on n’en tire jamais pour y que des valeurs imagi- 
naires. Or, on voit, par l’art. 23 i , que cette Condition n* 
peut être remplie , à moins qu’on n’ait 
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— 4«C< 0 (W — —(b' l\OC) (d 1 4 a J) <0; 


ce qui exige que les quantités a, c,f t 00 

— 4 AA', B’^—liAA», C' — ^AF, , 

# 

soient de même signe , et par conséquent négatives, puis- 
que la première doit l’être : pour cela, il faut que les coef- 
ficiens AA' A" soient de même signe , sans qu’aucun d’eux 
soit nul. 

En faisant donc , pour plus de simplicité, 

b * — 4 ac~a! , bd 2 ae x=zb' , 

( bd — zae )* — (i* — 4 «O (J 1 — 4 — Q > 

* 

nous auronsics trois conditions 

• J ■ . • 1 


0 < °» «'O» Ç <0. 

Lorsqu’elles seront remplies, l’équation proposée sera im- 
possible, et ne représentera aucune surface. 

On peut s’assurer aisément de cette vérité , en observant 
que la quantité , 


«f + + **’ + <hr 4* ex + y 

peut , d’après l’article a 3 i , être mise sous la forme 
-^{(zay+bx+d)*---^- (2 

Par conséquent, l’équation proposée équivaut à la suivante 

’ T* 

{* Az -j- By-\- B'x -f-C)*— — (2 ay-\-bx-\-d)* 

_ 4 ® ' 

ç 


+ 


-j -{a'x+b'y- 


> = 0; 


4oo' ' 1 ’ ' 4 aa ' 

et l’on voi* clairement que tons scs termes sont positifs , 
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quelles que soient les valeurs réelles attribuées aux varia- 
bles x, y, z , si a, a' et Q, sont négatifs; ce qui rend 
l’égalité à zéro impossible. 

Si Q est nul , a et a 1 étant toujours négatife , l’équation 
ne peut être satisfaite qu’en supposant chacun de ses termes 
nul en particulier; ce qui donne 

3 .-j/z-f-JEty-f-B'x-f-C=o 2 .ay-\-bx-\-d=o a'x-\-b r — o, 

{ - 

Ces trois équations suffisent pour déterminer les coordon- 
nées x,y, z\ et, comme il n’en résulte pour chacune d’elles 
qu’une valeur , il s’ensuit qu’alors la surface se réduit à un 
point. 1 

11 est à remarquer que la quantité Ç reste la même quand 
on y change tous les signes des coefficiens à, h , c. ... 

2 .S-J. 11 peut arriver aussi que l’équation proposée soit 
décomposable en facteurs réels du premier degré , et alors 
elle représenterait le système de deux plans. Pour cela , il 
faut que la quantité affectée du signe radical , dans la 'va- 
leur de z, soit un carré que l’on pourra par conséquent 
représenter par (ajy -f“ & x ~h 1 )% * 1 $ 1 Vi étant des cons- 
tantes indéterminées : développant cette expression , elle 
devient 

•" • -9 ' • 

<7* + 2aexy+px? + 3«yy-f 2 y/ 3 ar + y 1 ; 
et , en la comparant terme à terme avec la quantité 

..... . . <yr i -k' ix y+' ix '’\-fy + e *+J* 

on a *• 

*’=<*, iS’ = c , y’ — (/f) 

b , 2 ay=«/, 2 yfi == e : 

d’où l’on tire 

b % — 4 ac — Oj J*— -4«/=o, 4t/i=0. (fi) 


à 
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Ce qui exige que les quantités a, c, j soient de même signe. 
Lorsque ces trois équations seront satisfaites , on aura 

* = V a J (S = V~C y y == V J , 

les signes des radicaux étant déterminés d’après ceux des 
quantités b , d, e; et l’équation proposée se résoudra en 
deux facteurs, qui seront 


« 


2 Az-\- By-\- B'x-\- C± 



Si les quantités « , c ,/, sont positives, ces facteurs repré- 
senteront des plans réels : dans le cas contraire, a sera 
imaginaire , et l’on devra avoir en même tems 


C f 

a Az-{- By-t-B'x-\-C=o , y+x \/— +\/ — = o- 

e 

Alors la proposée représentera une ligne droite. 

Les valeurs de b, d, e, tirées des équations (y#), donnent 

- ' # . > 

bd — xae •= o. 

. • ’* • >' 

Ainsi, en se reportant au numéro précédent , les quantités 

que nous avons nommées a' , b', Q , sont nulles lorsque 
l’équation proposée est décomposable en facteurs du pre- 
mier degré. 

Si l’on développe les équations (B) , en mettant pour 
a, b , c leurs valeurs , elles deviennent 

. ABH'+A' B'*+A"B’—B/)'B"—/iAA'A/r=o (i) 
AC'-'+A' O +F B'— B C C'—\A A’ F= o ( 2 ) 
AC»’+A" C» -+-/ B'‘—B'ÇC»—bA A"F =: o (3). 

Les deux dernières sont celles que l’on- obtiendrait en fai- 
sant successivement abstraction de x et dejy dans la pro- 
posée , et écrivant que le. résultat est décomposable en 


¥ 
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facteurs du premier degré. U est facile de s'en assurer, éit . 
les comparant avec celles de l’art. * t$. La première n’èst 
point symétrique avec les deux autres, et cela vient de ce 
que nous avons /ésolu l’équation par rapport à z ; ce qui 
n’a laissé que * cty sous le radical : en la résolvant par 
rapport à y, on trouverait pour une des trois équations de 
condition la suivante 

A'Ci' +A»C'* + FB«'— B«CC" — ^A'A"F=o (4). 

e \ ' . 

Cette équation, qui ne contient que les coefïiciens de x et, * * 
dejy , doit nécessairement être comportée parles trois pré- 
cédentes : de plus, comme elle contient la lettre B 11 , qui 
ne se trouve pas dans les deux dernières , et la lettre F , 
qui ne se trouve pas dans la première , elle ne peut résulter 
que de là combinaison de ces trois équations. On pfut donc 
la substituer à une d’entre elles , par exemple,* la pre- 
mière , et l’on aura alors les trois conditions (a) (3; '4) r 
pour que la proposée représente deux plans ou une ligne 
, droite : res équations de condition pourront même être 
, employées quand une des quantités B, A', A 11 , qui multi- 
plient les carrés des variables x,y y z, deviendra nulle. 

8i l’on voulait parvenir directement aux trois équation* 

( 2 ) (4) il faudrait rendre fa proposée "homogène et 

, . 1 x y z 

symétrique, en y substituant pour x, y, z\ — , — j — > 

n étant une nouvelle indéterminée : on trouverait ainsi 

Az’-\- A , y'-\-A ,, x''-) r Byz-\-B'xe-\- 6 11 xy- f- Czn-\- C'yn-\- C n 

et , en résolvant cette équation par rapport à n , on cher- 
cherait les conditions qui rendent le polynôme décompo— 
sable en facteurs. 

358. Le principal caractère par lequel nous avons classé 
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Ms courbes du second degré, est l’absence ou l’existence 
des branches infinies. On. distingue également , parmi les 

surfaces du second ordre , celles qui sont renfermées dans 
tin espace limité , et celles dont le cours est indéfini. 

Généralement, lorsqu’une surface est terminée dans un 
espace fini , si l’on mène une droite qui la rencontre en 
plusieurs points , la portion de cette droite qui est inter- 
ceptée entre les points d’intersection ne pourra jamais 
devenir infinie; et il est évident que cette propriété ap- 
partient exclusivement à ce genre de surfaces : cherchons les 
conditions qui l’établissent dans celles du second ordre. 

Soient donc 

^ ' - * • ’t 

X = a. Z -f" y3 

y=*'z + fi' 

les équations d’une ligne droite quelconque dans laquelle «, /3, 

/3', sorît des constantes absolument arbitraires qui dé- 
pendent de la position de la droite : les points où elle ren- 
contre la surface du second degré 

Az*-\-A'y x -\-A ^x’-f- By r-f- B' xz+B^xy- f- Cz-^C' y-\-CH x-\-l£—» 

seront déterminés par le système de ces trois équations 
{n°. fii ). 11 faudra donc en tirer, par l’élimination, les va- 
leurs des coordonnées x, y, r; ce qui revient à chercher le» 

' intersections de la surfaçe par chacun des plans projetans j 
et à déterminer ensuite les points communs à ces deux in- 
tersections. Ainsi, pour que la surface proposée soit ren- 
fermée dans un espace fini , il est nécessaire et il suffit que 
ces courbes soient toujours fermées, quelle que soit la di- 
rection des plans coupans. 

Si l’on combine d’abord la première des équations de 
la droite avec celle de la surface , et qu’on élimine 
entre «lies, il viendra une équation du second degré qui 
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appartiendra à la projection , sur le plan des yz, de la 
courbe -suivant laquelle le premier plan projetant rencontre 
la surface : cette équation sera de la forme 

# a'z' + b'zy -+■ c'y' + et z -f e'y +/ = o. 

w? 

Pour qu’elle appartienne à une courbe fermée , il faut , 
comme on l’a vu n°. 224 i q ue — t+a' d soit une quan- 
tité négative : or, sans effectuer entièrement le calcul de 
l'élimination , il est aisé de voir que l’on a 

a' b' = B+BH *, c' —A' ; 

ce qui donne < 

(B'/’— id'ifV+aCM'- 2 BM'>+B’— iAA'<o. 

• »* t 

Cette condition devant être remplie , quel que soit a, il est 
visible que l’on aura d’abord ( n°. *23 ) 

B"* — l^A'A" <o. 

4 

A' et A* seront par conséquent de même signe , positives 
, par exemple , si nous supposons la première positive , ce 

t •' , * • , 

qui est permis. 

11 faudra ensuite que ce polynôme reste toujours néga- 
tif, quel que soit « ; ce qui exige qu’en l’égalant à zéro, il 
ne donne pour a que des valeurs imaginaires : pour cela , 
il faut qu’on ait t . 

( BB 11 — 2 B' A' y — (B’ — ^AA') (B"'~4A'AH)<o (4) , 

ou , en développant et divisant par 1+A', qui est une quan- 
tité positive , . , ... , • 

ABU’ -j- A' B'* + A*B'— BB'B» —^AA'A"<^o (5). 

Cela ne peut avoir lieu qu’en supposant " , 

B 1 — ^AA' < o, ; f- 
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Il faut par conséquent qée les quantités A, A', A 11 soient 
toutes trois de même signe, c’est-à-dire, positives, sans 
qu’aucune d’elles soit nulle. 

Ces conditions étant satisfaites ,*la section faite dans la 
surjjgce par le prenrg- plan projetant de la droite sera une 
courbe fermée , quelle que soit la direction du plan. 

En combinant de la même manière l’équatipn 

y — »’ z- fg' 

du second plan projetant de la droite avec celle de la sur- 
face , on trouvera que l’intersection sera une courbe fer- 
mée , si l’on a 

_ 4 A‘ A» <o 

(B'Bii—*BA«)'—(B''—/ i AAii) {B"’— kA'A") <o (6); 

ce qui exige que l’on ait* 

B , »—^AA"Co. 

ï 

Mais ces conditions ne diffèrent qu’en apparence des pré- 
cédentes; car, si l’on développe la formule (6) , et qu’on 
la divise par ^A !/ , qui est une quantité positive,, elle don- 
nera la formule ( 5 ) : ainsi, réciproquement, en multipliant 
la formule ( 5 ) par l^A 11 , on retrouvera la formule (6). Par 
conséquent, la condition B ' 1 — 4 AA 11 <o est implicite- 
ment comprise dans les précédentes. L’analogie fait aisé- 
ment sentir qu’en multipliant la formule ( 5 ) par \^A, on 
peut lui donner la forme 

(;BB ' — 2 AB" y — (E 1 — t*AA') (B”—bAA")< o. ' 

Il suit de là que , pour qu’une surface du second degré soit 
renfermée dans un espace fini , il est nécessaire et il suffit 
que son intersection , par un plan perpendiculaire à un des 
plans coordonnés, soit toujours une courbe fermée , quelle 
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que soit la direction du plan coépant : il est aisé dé voit 1 
que ce caractère peut servir à déterminer les surfaces finies 
de tous les ordres. . . '• 

Cette propriété tient I ce que l’on peut trouver l’in- 
tersection d’une droite avec une autre % sans combiner 
immédiatement l’équation de celte .dernière avec celles 
des deux plans projetans ; car on parvient au même but , 
en cherchant les points dans lesquels un des plans pro- 
jetans rencontre la courbe suivant laquelle l’autre a codpé 
la surface. Il suffit donc, pour que celle-ci soit comprise 
dans un espace fini , que la courbe dont il s’agit soit 
toujoyas fermée , quelle que soit la direction du plan. 

Nous conclurons de ce qui précède, qu’une surface du 
second degré, dont l’équation' est 

' 7 

, +A'y’ , +A , fx^+Byz+B'xz+tt l, scy+(Cz+C'jr+CI/x+F=ro ( 7 ) 

ne peut être renfermée dans un espace fini , à moins qu’on 
n’ait entre les coefficiens de cette équation les relations 
suivantes 

t • • 

B‘—!tAA'<o B f '—ltAAt<o B"'— W A" <0 (A) 

• t * •- 

AB»'+A'B l '-{-AttB'—BB'Bii—/ ¥ AA'Aii<o. 

, t 

Mais nous observerons qu’une quelconque des trois pre- 
mières, prise conjointement avec la dernière , comporte 
les deux autres. 

Pour prendre une idée nette de ce que ces formules 
représentent, supposons que l’on fasse successivement 

’ • • • - 

x = m y = o z = o 

dans l'équation générale des surfaces du second degré; on. 
obtiendra , par ce moyen , trois équations aussi du second, 
degré, qui appartiendront aux sections faites dans la surface 


• .1 
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par les- trois plans coordonnés : les trois premières de*, 
conditions (A) signifient que ces sections , que nous nom- 
merons les traces de la- surface, sont des courbes fermées. 
Mais cela ne suffit pas pour que la surface soit elle- 
même fermée, et il faut encore que la quatriètne condition 
soit remplie. Ç’est ainsi, par exemple, qu’un cône droit* 
qui est une surface indéfinie , peut être placé , par rapr 
port à l’origine, de manière que ses intersections par les 
trois plans coordonnés*soient des ellipses. 0 

On voit , par lés formules précédentes , que toutes les 
surfaces du second degré , qui sont de nature à être com- 
prises dans un espace fini, renferment nécessairement dans 
leur équation les carrés des variables * , y , z ; et, eh effet, 
si une de ces variables, z par exemple , ne s’y trouvait 
qu’à la première puissance , sa valeur serait^oujours réelle, 
quelle que fût celle des autres; et, si elle n’entrait pa» 
du tout dans l’équation, elle serait absolument arbitraire, 
en sorte que , dans l’un et l’autre cas, la surface s’étendrait 
indéfiniment dans le sens de cette variable. 

zScj. Considérons maintenant les surfaces du second de- 
gré qui s’étendent indéfiniment; mais, pour les discuter 
avec plus de facilité , et distinguer plus nettement les 
propriétés qui les caractérisent , cherchons à simplifier 
l’équation générale , comme nous avons fait dans le cas 
des courbes planes , en changeant convenablement les coor- ■ 
données. 

260. Ne faisons d’abord que transporter l’origine. En 
nommant x' et y' les nouvelles coordonnées, on aura 

* , l • - \ , , 

* = *' + « y + 0 z = z'- fy. 

* • » 

En substituant ces valeurs , on peut disposer des indéter- 
minées • « , fi , y de manière à faire disparaître les termes 


» 
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•affectés des premières puissances des variables a/, y, z'\ ce 
qui donne les trois équations 

Si ■ » 

2, A y -J- B fi -j- B' a “f" C O 9 
2 A' fi + B»*+ B y+ O — O 7 (a) 

2 A 1 ’ et + B' y + BU fi + C" = o ; 

* 

, 4* t r 

et, en représentant par L la quantité 

j 4 y‘'-\-A'P'JfA ll tt x -^-B 3 y-t m B'a.y+B^u@+Cy+C'fi-T-C / /cf+-F 

. - f V4N” - » 

qui ne contient que des quantités connues, la transformée 
devient * 

Az'’+Jy , +A''x , ’+Bzy , -\-B'z , x , +B''x'y+L=o( 3 ). 

Cette équation reste la même , quand on y change -}- x' , 
-f- z'i respectivement en — a/, — jy', — A . Si donc, 
par l’origine des coordonnées , on mène une ligne droite 
dont les équations soient de la forme 

’ • 

x'*=mz', y 1 = nz' ; 

les points où elle rencontrera la surface auront leurs coor- 
données respectivement égales et de signes contraires : par 
conséquent , la portion de cette droite interceptée par la 
surface se trouvera divisée en deux parties égales à l’ori- 
gine des coordonnées. Cette origine sera donc le Centre de 
la surface, en attribuant à cette expression la signification 
que nous lui avons donnée dans les courbes du second 
ordre. 

Les équations (s) , qui déterminent la position de ce 
centre, étant linéair'es, elles donneront toujours pour a, $, y 
des valeurs réelles; mais les coefficient A , B , U , peuvent 
avoir entre eux des relations telles, que les valeurs de o, /S, y, 
deviennent infinies; et alors le centre de la surface sera 
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infiniment .éloigné , circonstance analogue à celle que pré- 
sente la parabole parmi les sections coniques. 

Pour savoir quand cela arrivera, il faut tirer des équa- 
tions (a)- Jes valeurs de a, fi , y, et examiner les cas où leur 
dénominateur peut devenir nul. Si l’on calcule ce déno- 
minateur par la méthode ordinaire d’élimination, on aura, 
en l’égalant à zéro, 

• 

ABU' A' B'* + A» B' — BB'B" — 4 AA' A" == o (D) 4 

* 

C’est la condition nécessaire pour que le centre de la sur- 
face soit infiniment éloigné. 

Si cette équation était satisfaite , et qu’on eût en «ème 
te ms -, 

C — o, C' = o, C" =: o, 

les valeurs de a, S , y, ne seraient plus infinies : il est aisé 
de voir qu’alors une quelconque de trois équations (a) 
serait comportée par les deux autres. Elles ne suffiraient 
donc plus pour déterminer les trois coordonnées « , fi , y : 
par conséquent, il y aurait une infinité de centres tous- 
situés sur une même ligne droite qui serait l’intersection 
de deux plans ayant pour équations 

a A y -f- B fi -j- B' & — o , 

; 2 A'fi-\-B" a + By=o, 

* . . 

Dans ce cas , la surface est un cylindre c}roÿ h base 
elliptique ou hyperbolique , comme nous le verrons 
plus bas, et l’axe de ce cylindre est le lieu de tous les 
centres. 

a6i. Changeons maintenant la direction des coordon- 
nées dans l’équation 

A* , '+Ay*-\-A'ix''-i-Bfz'+B'x'g , + B"xy+L=» r 



» 
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en les laissant toujours rectangulaires, et cherchons à dé- 
terminer le nouveau système de manière à faire disparaître- 
les termes qui contiennent les rectangles des coordonnées ; 
il faudra, pour cela, faire (82) 

4 / ‘ '4 

x' = x" cos X -{-y 11 cos X' -f- cos X " 

^y' =zx n cos Y 4 - y H cos Y[ z " cois Y" 
zf =zx n cos Z -}~y" cos Z' 4- xU cos Z* , 

et joindre à ces équations les suivantes 

* f ' 

cos’ X -f- cos’ Y cos’ Z = x . 

cos’ X' -f- cos’ Y' -j-’cos’ Z' — 1 ÇA) 

cos’ X 11 -f- cos’ Y* -{- cos’ Z/l — x 

eos X cos X' -f- cos Y cos Y' -f- cos Z cos Z f =0 

cos X cos X 11 -f- cos Y cos Y n 4- cos Z cos Z" = o (£) 

cos X 1 cos X" 4- cos Y ' cos Y 1 4- cos Z cos Z" = o 

ce qui donnera une équation de la forme 

Mz l i-+M , y/ / ' + M'/x ll '+Nz l iyH+N'z"x"+N''x'’y n 4 -P=: 0 . 


Sans, effectuer entièrement le calcul, on peut aisément 
former les valeurs des coefficiens N , N\ N\ f ; et , en let 
égalant à zéro , on aura les trois équations suivantes 

2 A cos Z cosZ' 4-jB (cosZ cos P 4 -cosF cosZ' 

4-2 A' cos F cosF' 4 -B' (cosZ cosX' 4-cosX cosZ' )/=• 
4-2^cosXcosX'4-B"(cosF cosX' 4-cosXcosF' y 
2 A cos Z cosZ "4- B (cosZ c.osF"4-cosF cos Z")\ 

4-2 A' cosF cosF"4-B' (cos Z cosX"4- cos ^ cosZ") >=o (C) 
4~2.4"cosX cosX"4-B"(cosF cosX" 4-cosX cosF"j 3 
s.A co*Z'cosZ"4-B (cosZ / cosF"4-cosFcosZ"h 
4-2^' cosF'cosF" 4 - B' (cosZ'cosZ" 4 -co s -F'cosZ") >— a. 
4 -a 4 "cosX'cosX" 4 _ B"(cosF 1 ' cosX" 4 ~ co *P cosF" y 
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On peut, au moyen des neuf équationS^^) (1?) (C), dé- 
terminer les neuf quantités d’où dépend la position des 
trois axes ; et , en substituant leurs valeurs dans la pro- 
posée, elle se réduira à cette forme très-simple 

Mz«' + M'y U' -f- + L = o. 


Mais la possibilité de la transformation dépend de la réalité 
de ces valeurs. # . 

Pour s’assurer de cette possibilité , il faut observer que 
.les équations (A) (JÊT) (C) restent les mêmes , quand on y 
change XYZ respectivement en'X'V / ^ r , ou en X. II Y I, Z". 
Ces équations sbnt donc symétriques par rapport atix trois 
axes des nouvelles coordonnées bcUy^tU. : par conséquent , 
il doit être possible de les décomposer en trois systèmes 
équivalens ( A ) (A') ( A *), dont chacun ne renfermera que 
les quantités relatives à un de ces axes. Ces. trois systèmes 
devant être encore symétriques , comme les équations 
(A) (Z?) (C) , un seul de ces systèmes pourra représenter 
les deux autres , et devra donner pour chacune des incon- 
nues trois valeurs, qui appartiendront aux tfois axes des 
x"y n z". 

Pour obtenir ces équations éliminées , multiplions la 
première des équations (C) par cos Y n , la seconde par 
cos Y’ , et retranchons cés deux produits l’un dé l’autre , 
en faisant , pour plus de simplicité , ^ 

2 A cos Z -(- B cos Y -f- B' co* M 

• 2y4*C0S K -f- B' cos Z -f- BU cos X = P, 

il viendra 


M ( cos Y' cos Z* — cos Z' cos Y 11 ) l 
-f- P( cos T' cos X* — cos X' côs Y U ) £ ° 





Effectuons la même opération, en multipliant par cos X^ 

,8 



C' 

O (3). 


a 7 4 DES SURFACES 

et cos X' , et faisons 

. * 

2 A' cos Y+D cos Z + B" COS x—’n, 
il viendra 

. M ( cos X' cos Z n — *■ cos Z’ cos X" ) t 
-|- N ( cos X' cos YH — co* F' cos X » ) j 

Traitant absolument de la même manière les deux pre- 
mières équations (J?), on en tirera les deux*suivantes 

cos X.( cos Y* cos X" — cos X' cos Y" )» 

-j- cos Z ( cos Y' ces Z" — cos Z' cos Y^ ) ) 
cos Y (. cos X' cos Y u — cos Y' cos X* )1 
-f-cos Z ( cos X' c.os Y" — cos Z' cos X^ )) 

Si l’on fait', pour plus de simplicité, 

- ’ < 

cos Y cos Z# — cos Z' cos Y n — T 
cos T' cos X fl — cos Xf cos Y" = U 
cos X' cos Z n — cos Z' cos X" —V y 

les quatre équations précédentes deviendront 

MT + PU = o MV— NU = o 
T cos Z -f- t/ cos X = o P" cos Z — U cos F o. 

• 4 

11 faut observer que les quantités T, U, V , qui entrent 
, dans ces expressions, sont les seules qui contiennent des 
accens : en les élimmant , on aura les deux équations sui- 
vantes , qui ne contiendront plus que XYZ , 

M cos Y — N cos Z — o , M cos X — P cos Z = o, 
qui^ comportent la suivante 

P cos Y — N cqs X = o; 

ou, en développant et mettant pour MNP leurs valeurs ,, 


Digitized by Google 


V 


• s r DU SECOND ORJ>Rî;. # i?6 

2 ( A — A' ) c os If cos Z + B (cos’ F — CO s» Z\ 

4- B' cos Y cos X — B " cos Xxos Z ) =?0 
z (.A A") cos À’ cos Z -Y B' (cos’ X — cos 1 Z)\ 

-f- B cos X cos Y— B» cos Y cos Z )=o (5) 
a ( AH — zF ) cos F cos X -f B" (cos’ F — côs’ X}) 

H* B' cos Z cos F — B cos X çosZ }~ 0 

§S 4 * * - ’ . 

a quoi ii faudra joindre . - * • 

cos’ X -f cos’ F -f cos» Zz=zi. 

Ces équations élitninées suffisent pour déterminer cos X 
r.os F, cos F; et , comme les formules dont nous sommes’ - 
partis étaient symétriques par rapport aux trois axes des 
nouvelles coordonnées, on aura , par Rapport à chacun 
d eux,4rois équations semblables aux précédentes, en sorte 
qu’il suffit de résoudre ces dernières. 

Pour y parvenir, on fera 

cos X=m cos Z , cos Y= n cos Zt< 
on a alors ‘ 9 ‘ 

i , .. 

> > * 


COS 'Z : 


- • V i-f-TO» 4-n 

et les quantités m , n , se trouvent déterminées par les 
eqjiations x r 

n +B -04 -B'mn-B''m = 0 

2 ( A A" ) m B' ( m« - , ) + B irb — £//„ = 0 . 

Si l’on prend dans la première la valeur de m, qui est 
au premier degré , et qu’on la substitue dans la seconde 
le terme affecte de ni disparaîrde lui-méme, et il reste 
pour déterminer n une équation du troisième degré. Cette 
équation ayant au moins une racine réelle , il en résultera 
au moins une valeur réelle pourm, et par conséquent pour 
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chacune des quantités cos X , cos Y, cos Z : ces valeurs 
vérifieront les équations (S), et il y aura au moins un des 
axes cherchés qui sera réel. . 

Supposons que l'on transforme les coordonnées dans 
l’équation proposée de manière à prendre cet axe poufxelui 
des z , les deux autres axes étant pris, comme on voudra , 
dans le plan perpendiculaire, et seulement de%ianière à 
n faire entre eux un angle droit : si l’on applique ensuite à ce 
système les équations (5. , elles devront se trouver satis- 
faites en faisant cos X=o , cos Y=o, cos Z = i. Cette 
supposition donnant B =o, B' o, il" s’ensuit que, si l’on 
.effectuait cette transformation , les rectangles^* , xz , des 
nouvelles coordonnées, disparaîtraient d’eux-mêmes , et 
l’équation serait ramenée à cette forme , 

Ax*-^- A' y' -f- A n x % -fc'BVxy -{- L = o; 

les coefficiens AA' A" BU L étant tous des. quantités réelles ; 
mais , lorsqu’on n’a plus qu’une équation de cette forme, 
où B et B 1 sont nuis, les deux premières des équations (5) 
sont Aicore satisfaites, en supposant cos Z=o;cequi 
donne des axe« perpendiculaires à l’axe des z. La position 
de ces nouveaux axes est déterminée par la troisième de ces ' 
équations , qui devient f 

a.{A ,r — A') cos Y c.os X-j- B" ( cos’ Y — cps’ X) = o , 

* .* C r 

ou , comme on a alors 

• , cos’ X -f- cos’ Y = i , 

. v , a (A* — A 1 ) 

tang’ X-f -p tang X— 1 = 0 . v 

Le dernier terme de cette équation étant négatif etégal à — i, . 
les deux valeurs de tang X sont réelles , et les ang)es aux- 
quels elles*répondcnt sont X et X-f-t»o®- Les nouveaux » 


* 
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axes dcs'ar et des./, déterminés par les équations (5) r seront 
donc réels l’axe des z , que l’on avait trouve d’abord, et 
auquel ils sont perpendiculaires, est aussi réel : on aura 
donc ainsi trois axes réels et rectangulaires, dont le système 
satisfera anx équations (A) (B) (C; ; c’est-à-dire qu’eu y 
rapportait l’équation générale des surfaces du second ordre, 
les* trois rectangles des coordonnées disparaissent d’eux- 
mémes de eette équation. 

Quoique ce système de coordonnées’ soit en générât 
unique pour chaque surface , il pourrait exister entre le 
coefficient de l’équation proposée des relations telles , que 
quelqu’une des équations (5, fût satisfaite d’elle-même ; 
alorsles quantités m et n resteraient indéterminées, et il y 
aurait une infinité de systèmes pareils à ceîix que nous con- 
sidérons: cela arriverait , par exemple, si’ l’on avait 

A^zA' = 

ce qui suppose . 

z' 4. x* — R\ 



Alors les trois premières équations 15) seraient satisfaites 
d’elles-mêmék , et il ne resteraitqu’à remplir les conditions 
relatives à la perpendicularité des trois axes ; alors aussi , 
de quelque manière .qu’on change la direction des coor- 
données, en les laissant toutefois rectangulaires , comme 
les équations (5J le supposent, on n’introduirait jamais les 
rectangles des variables ; c’e.st ce qu’il est facile de voir di- 
rectement parles substitutions. Le cas que nous considérons 
ici est celui de la sphèse, et la propriété dont il s’agit a son 
analogue dans le cercle, comme on Va vu précédemment. 

Si l’on avait simplement t . 

* ; .. î ■ 

A' s±=A ,f , J3—Q) Æ'sxo, £.# = 0-*, 

» <%, * 
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une des équations (5) serait satisfaite d’elle-méme; niais 
les deux autres ne pourraient pas Tètre , à moins qu’on 
n’feût cos Z — o : il faudrait donc alors qu’un des trois 
axes, celui des x" par exemple, fût perpendiçulaire à 
l’axe des z ; on aurait ensuite 

cos 1 Y + cos 1 I=i, 

• 

c’est-à-dire que les angles X, Y , sont complémens l’un de 
l’autre; ce qui est iine suite de la condition précédente, en 
vertu de laquelle l’axe dont il s’agit est situé dans le plan 
des xy. Mais, pour la détentiina'tion des autres ^angles, 
il faut çecOurir immédiatement aux équations ( C) , qui 
deviennent , dans ce cas , 

A cos Z ços Z* -f- A'' (cos Y cos Y' -f- cos X cos X' ) > 

A cos Z cos Z n -f- A‘ (cos K’cos YU -j- cos X cos X") — o,. 
*A cos Z' cos Z 11 A' (cos E'cos Y 1 -}- cos X'cos X") ==o-. 

En les combinant avec les équations (Z?)j elles donnent 

.*• 

(A — A' ) cos Z cos Z' = o , * 

( A — A' ) cos Z cos Z 1 '— o , 

( A — A' ) cos Z'c os Z ,l r^ o ïg 

>1 * ' . •' J • ' 

et, si on n’a pas A=A ' , il faudra que deux des trois quan- 
tités cos Z , cos X', cos Z " , soient nulles ; ce qui anet deux 
des nouveaux axes dans le plan «tes xy. Comme leur situa- 
tion dans ce plan reste indéterminée, il y aura une infinité 
de systèmes de coordonnées rectangulaires qui auront tous 
te même axe desitqi et qui auront la propriété de rie point 
introduire 1e rectangle des variables dans l’équation pro- 
posée ; aussi verrons-nous , par la suite, que la surface 
représentée par cette. équation est formée par la révolution 
d’une courbe du second degré autour de l’axe des z. 

On arriverait à des résultats analogues, si , BB^BH cUuî. 
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nuis , on supposait A— A' ^on^zxA 11 : ces cas se traite- 
raient comm* le précédent. ’ , 

Si , dans les formules^e l’article 260, on suppose que 
l’on en fait préalablemKt disparaître les rectangles des 
coordonnées, l’équation que nous avons nommée (B: ne 
pourra étr^Satisfaite qu’autant qu’une des quantités AA’ A" 
sera nulle. Cette condition, jointe à ce que l’on a déjà ( 
C,' C ' , C 11 , nuis , fait disparaître une des trois variables de 
l’équation de la surface ; et, comme cette variable est alors 
,ab‘ olument indéterminée , il s’ensuit que la surface est , 
comme nous l’avons annoncé, un cylindre droit dont les 
génératrices sont perpendiculaires à la base , qui est une 
ellipse ou une hyperbole - r située dans un des plans coor- 
donnés. Le cas de l’hyperbole comprenant celui des deux 
lignes droites , le plan se trouve compris parmi ces cy- 
lindres. • 


Des surfaces du second ordre rapportées à 

leurs axes. 

« • * 

262. 11 résulte de cette discussion que toutes les surfaces 
du second degré qui ont un centre, sont renfermées dans 
l’équation ’ , 


Ma c’ -f- M'y* M"x t -f- L = o 


( 0 * 


Mais on peut aussi les réunir avec celles qui n’ont point 
de centre , dam une formule très-simple. En effet, si l’on 
change dans l’équation générale la direction des coordon- 
nées sans déplacer leur origine , et en les laissant’ toujours 
rectangulaires, on pourra disposer des indéterminées dé- 
pendantes de çette direction de manière h faire disparaître 
les rectangles y'x ' , x' z' , x'y' , des nouvelles variables ; 
car on aura, pour cela, les mêmes conditions que dans les 
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nuiqéros précédens. Par Cette opération , la proposée sera 
ramenée à la forme * 0 

MÏ'+MY'+M'x'‘+Kz'&y+K n x'+F=z~ o. 


Alors , si l’on transporte l’origine des coordonnées sans 
changer la direction des nouveaux axes, ce qrn se fera en 
■0 supposant 

-V **'•*'.' * • T • ' , 

. +z!é=xP • «, y=y ; .+ fl' j x' -=^x"+a n , 

on pourra disposer des indéterminées a a' a'' de manière* à 
faire’ disparaître le terme tout connu ; ce qui donnera 

Ma*+M'o'>+M/laC*+Ka+KSa' +K"4 1 ' + F==o (a). 

Il existera toujours pour a a' a" des .valeurs réelles qui 
satisferont à cette condition , excepté dans le seul cas où la. 
proposée serait elle-même. impossible. Ainsi, en suppri- 
mant lesaccens dont nous n’avons plus besoin , et faisant , 
pour plus de simplicité, 

zMa-j-K-H , 2 M'a'+X'^H' , a M”at+&*==H» , 

lentes lès surfaces du second ordre se trouveront comprises 
dans l’équation 


Mz’ -f- fil 'y' -f- M"x’ 1 -f- Hz Wx 3 = o (3) , 

* • * -.1 

l’origine des coordonnées étant sur un point de la surface. 

L’équation(a)ne détermine qu’une des coordonnées a a'aU 
de la nouvelle origine ; on peut en conséquence disposer des 
deux autres pour rendre nuis deux des'coefïiciens 
mais cette réduction n’est applicable qu’à tre^les-dcs variables 
dont le carré se trouve aussi dans l’équation ; car, si M, 
par exemple , était nul , rihtléterminéeÆ disparaîtrait de la. 
valeur de H , qui se réduirait ajors à une quantité toute 
connue. . ~ ' 
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Cette circonstance noos fournit un moyen très-simple 
Je reconnaître dans l’équation (3) le? surfaces qui n’ont 
•pas Je centre; car, ces surfaces np pouvant se ramener à la 
forme d,e l’équation (i) f si on essaie de déterminer les 
arbitraires a a'ç" de manière à ce que lps premières puis- 
sances des trois variables disparaissent en même tems , 
quelques-unes Je ces quantités devront devenir in(in>e? 
dans le cas des surfaces dépourvues de centre : or on aurait 
pour les déterminer, les équations (p 

' / 

2 .Ma-jrK—o, aM'a' -\-K's=o, -\-K lr = o. 

il faudrait donc qu’pneau moins des trois quantités MM'M" 
fût nulle, celle quîluiçorrespond parmi les quantités KK'K lf 
ne l’étant pas. Ainsi, quapd nous voudrons considérer 
dàns l’équation (3) les surfaces dépourvues de centre, nous 
devrons supposer que cette équation a perdit quelques-uns 
des termes qui<contiennent les carrés des variables; modi- 
fication analogue à celle qu’offre la parabole dans les sec- 
tions coniques. ; 

a63. L’équâtion générale étant ainsi ramenée, dans tous » 

les cas, à sa forme la plus simple, examinons plus particu- 
lièrement la nature des diverses surfaces qu’elle représente, 
en commençant d’abord > par celles qui ont un centre, et 
qui sont par conséquent comprises dans la fprmtilc 

v • 

* Mz' -f M'y 7 -+- M »x 7 -f £ r=o. 

• ■ * 

Cette équation , étant résolue par rapporta une quel- 
conque des trois variables icyz , donnerait pour elle deux 
valeurs égales et de signes contraires. Il suit de là que cha- 
cun des plans coordonnés divise cfes surfaces en deux por- 
tions égales et syitjéjriques. Les traces de la surface sur cas 
plans se nomment Sections principales r et les axe# 

• 

i i . 
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rectangulaires qui déterminent ce système de coordonnées 
s’appellent Axes principaux. t 

Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux' 
plans coordonnés , ce qui revient à supposer successive- 
ment x, y, z , constantes , les intersections, qui seront des 
courbes du second degré rapportées à leurs axes et au centre, 
détermineront ta forme et le cours de la surface. La nature 
de ces intersections dépendra évidemment des signes des 
coefïkiei# MM' M" : or , en supposant il/ positif, ce que 
nous ferons toujours , il peut arriver qu’on ait 


M' et JW* positifs , 

.M' positif MH négatif," . 
M' négatif M" positif , 
M' et M 11 négatifs. 


Les trois derniers cas donneront toujours deuç coefficiens 
de même signe, le troisième étant de signe différente ils 
rentreront par conséquent les uns dans les autres, et con- 
duiront aux mêmes résultats, en changeant convenable- 
ment les variables les unes dans les autres. .11 suffira par 
conséquent de considérer séparément le premier cas et ^le 
dernier. 


264. MM' MB étant positifs , si l’on fait successivement 


X—a, J=/3,. 2 = V » 

«gy étant des constantes, les intersections de ces plans avec 
les surfaces auront pour équations 


Mz x -f- M' y' + M"» 1 -f- L = o , 
Mz x -f- M"x* -4- M 1 p + L = o , 
M'ix* -f- M -f. L = o. 


Toutes ces intersections seront alors 'des ellipses qui auVont 
leurs centres sur les axes des xyz. Les traces de la surface 
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s’obtiendront en faisant it=’o, fi = o , 7=0, et elles au- 
ront pour équations 

+ M'y 1 + L = o , , 

M z 1 4- M 11 jc* + L — o , 

-f- M"* 1 + £ = 6. 1 ‘ 

Si Z est positif , toutes les intersections parallèles aux 
plans coordonnés seront imaginaires , ainsi que la surface ; 
si Z est nul, elles se réduiront à un seul point, qui sera 
l’origine des coordonnées ; enfin si Z <S>t négatif et égal 
à — Z', elles seront réelles tant que les quantités 

— L ? + M'a 1 , —L' + M'&\ — Z' -f M y % 

• . I 

seront négatives; elles se réduiront chacune à un point V 
quand ces .quantités* deviendront nulles , et deviendrait 
imaginaires , ainsi qûe la surface au-delà de cette limite. 
Ainsi, dans le cas que nous considérons, la surface est 
fermée : la nature de ses intersections lui a fait donner le 
nom d 'Ellipsoïde. 

La construction de cette surface se déduit aisément des 
considérations précédentes (fig. 100). En effet, BC , CD , 
DB , représentant ses trois sections principales, la section 
li'D ' , £iite par un plan B' PD' parallèle à celui des ' yz , 
sera une ellipse qui aura som centre au point P , et dont les 
axes seront les ordonnées PB ' , PD ' , menées par ce point 
aux detix sections principales situées d'ans les plans des xz 
et des jpy. Pour chaque point M' pris sur. la drojte PD 1 , 
l’ordonnée M'M de l’ellipse B' D’ sera celle de la surface. 
Nous n’avons représenté^ ns la figure que la portion qui 
est renfermée dans l’angle triedre des coordonnées posi- 
tives. 

En faisant y = 6 et s= o, dans l’équation de cet ellip- 
soïde, U valeur de x représente l’abscisse AC des points 
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où l’axe des x rencontre la surface : on trouve ainsi 

— L 


AC è=-4- y' 


M» 


Cette double valeur indique deux points d’interjection si- 
tués de part et d’autre, et à des distances égales de l’origine 
devcoordonnécs. On trouvera de même, en faisant succes- 
sivement j =: o et i =: o ; puis i = oetr = o, 


ABz=z±. [/■ 


M 




Le double de ces valeurs forme ce qu'on appelle les axes 
de la surface : on voit qu’ils ne sont réels , que si L est 
négatif. 

L’équation de l’ellipsoïde prend une forme très-élégante 
lorsqu’on y introduit ces axes. Si l’on représente le premier 
par A , le second par B le troisième par C, on aura 


*=—*• C '=~ L 


MU’ 


et , en tirant de ces rapports les valeurs de MM'M*) 
l’équation de la surface devient 

B’Oz» + A* C'y* -f- A'B'x* — A'B'C' ; 

sous cette forme , on voit aisément que le$ sections prin— 
.cipales sont des ellipses dont les axes sont A et B , Â et C 9 # 
B et C. • 

Prenons les plans coupans perpendiculaires au plan des 
ajy; et , passant par z,leur équation sera 

• y — a *i 

ou , en prenant pour coordonnées l’angle N AC et le rayo#* 
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AN (fig. ioi), que nons représenterons respectivement 
par <p et r, ^ 

s — r cos <p , , y — r sjn <p. t 

Substituant ces valeurs dans l’équation dé la surface on 
aura celle de l’intersection rapportée aux coordonnées r et 
a , nui sera 

s 

• Mz' -f- r» (M' sin* f + M» cos’p ) + L — o. 

Elle représente des ellipses différentes , suivant les diffé- 
rentes valeurs de ç : si M' = MV, les axes B et C devien-, 
nent égau* , l’angle ç> disparaît , et l’on a simplement 

Mz * -f jtfV -f — o. . * 

Toutes les sections faites dans la surfaces par des plans me- 
nés par l’axe des z sont donc alors égalés entre elles et aux 
deux premières sections principales ; la troisième devient 
une circonférence de cercle, et il en est de même de toutes 
les intersections parallèles au plan des xy: la surface est 
donc a J^rs formée par la révolution de l’ellipse BC ou BD 
autour de l’axe des z. On voit, par ce procédé, qu’eu 
général , pour qu’une surface soit de révolution autour de 
l’axe des z , il faut que x et y entrent dans son équation, 
de manière que z n’y soit fonction que de r ou de x 1 -J- y* 
La supposftfon de M — M' ou de M — M" donnerait 
des Ellipsoïdes de révolution autour des autres axes. Enfin 
si M— M' ~ MU, les trois axes A, B , C sont égaux; l’é- 
quation de la surface devient 

• *' + *'+ y' + jjf — o. ; • 

Elle est alors de révolution par rapport aux trois axes ; on 
reconnaît aisément la sphère à cette propriété. 
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Généralement , à , mesure que les quantités M M' M" 
diminuent, L restant le mérne, les ax^qui leur correspon- 
dent augmentent, et l’ellipsoïde s’éteS davantage fig.ioo). 
Enfid, si une d’elles, M u par exemple, devient nulle, les 
deux autres restant finies et positives , l’axe AC devient 
infini : alors l’ellipsoïde se change en un cylindre dont 
l’axe se confond avec celui des x , et dont l’équation est 

Mz l M'y 1 L=z o. ® 

La base de ce cylindre est l’ellipse BD située dans le plan 
de zy, et la coordonnée x devient arbitraire; c’est pour- 
quoi, elle disparait de l’équation de la surface. « 

On voit de nouveau, paf cet exemple, qu’en général 
une #quatjon qui ne rqpferme que deux des trois variables 
* , y , z , représente un cylindre lorsqu’elle est prise dans 
toute sa généralité. C’est- ainsi 'que l’équation d’un plan 
perpendiculaire à un des plans coordonnés se réduit k 

l’équation de sa trace sur ce plan. 

. \ • ’ 

Si aux suppositions précédentes on ajoute que M~M', 
l’ellipse BD devient une circonférence de cercle: et l’<}n 
a alors le cÿlindrè droit à- base circulaire, tel <pl’on le 
considère dans les élcmcns de géométrie. 

Enfin, si M' est nul , l’équation se réduit à 

• • ■ . Mz 1 -j- L = o , 

ce qui donne ** 



elle représente alors deux plans parallèles au plan des ,rj 
et situés -de part et d’autre de ce plan, à la distance AB. 

a65. Considérons maintenant le cas où M' et M « sont 
négatifs, M étant positif. Dans ce cas, l’équation de la sur- 
face est 
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Me* — M'y' ~M"x'-\-L = o; 

*t les intersections parallèles aux plans coordonnés ont 
pour équations 

Me' — M'y' — M«»' -f- L =* o , 

Mz' — M"x ' — + L=zx>, 

M'y' -f. MH x* — M y ‘ -%-L — o. 

Les deux premières sont des hyperboles, les dernières sont 
des ellipses : on a alors pour les traces de la surface 

Mz * — M'y' -f- L = o, Mz' — M /f x' 4- L = o , 

M'y' -f- M"x' — L = o. 

Les intersections parallèles aux plans des xz et des ^2 
sont toujours réelles ; -il n’en est pas de même des inter- 
sections parallèles au plan des xy; elles ne peuvent être 
toujours réelles que lorsque L est une quantité positive : si 
L est négatif et égal à — L ’ , elles seront imaginaires pour 
toutes les valeurs*de y, qui rendront la quantité L’ — My' 
positive; quand cette quantité sera nulle, elles se réduiront 
à un point, et au-delà elles seront toujours réelles. Ainsi , 
dans ces deux cas , la surface s’étend indéfiniment dans 
tous les sehs; mais sa forme n’est pas la même. 

Lorsque L est 'positif ( fig. 102 ) , les deux sections prin- 
cipales , qui sont des hyperboles, ont pour second axe l’axe 
des z : elles sont donc placées comme le représente la 
figure 102:. alors tous les plans parallèles à celui des xy 
' rencontrent la surface suivant des ellipses. 

En cherchant , comme dans l’article 264, les intersec- 
tions de cette surface par les lignes des xyz, on trouvefà 
les trois axeP, dont les deux premiers seront réels , et le 
troisième imaginaire : si on les représente respectivement 

par A , B, C V/-i , et qu’on introduise ces valeurs dans 
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l’équation de la surface , elle prend la forfhe suivante 

A' B' z' — A 1 C'y' — B ' C'x ' — A' B' C' = o. * 

/ 

Lorsque L est qégatif au contraire, les hyperboles résul- 
tantes des sections principales ont pour premier axe l’axe 
des z\ elles sont don£ placées comme le représente la 
figure io 3 : alors la surface est imaginaire entre B et B 
par conséquent, les pians parallèles au plan des xy ne la 
rencontrent point dans cet intervalle , au-delà duquel ils 
donnent constamment des ellipses. 

Dans ce ças, si l'on cherche les trois axes de la surface, 
relativement aux xyz, bn trouvera- le dernier réel , et 
les deux autres imaginaires. En Jes représentant respecti- 
vement par A \/ — i , B \/ — i , ef C , l’équation de la 
surface deviendra 

. A'B'z' — A' C'y' — B' C'x' -J- A'B'C ' = o. 

, . . ' ■ 

On voit maintenant en quoi diffèrent ces deux surfaces 
que l’or! nomme Hyperboloïdes. 

Lorsque M' = M" , on a A=zB\ elles deviennent toutes 
deux de révolution autour de l’axe des z. 

Si M". devient nul, L ue l’étant pas, AC devient infini , 
et l’équation se réduit à . r 

Mz ' — M'y', -f L = o. ■ 

Èlle représente' alors un cylindre perpendiculaire au plan 
des zy , et dont la hase ou la section par ce plan est une 
hyperbole. La situation de cette base , et par conséquent 
celle du cylindre, dépend du signe de L. 9 

A- mesure que L positif ou négatif diminue , l’intervalle 
ÉB’ ( lig. io 3 ; et l’ellipse CD 1 )’ ( fig. 102 ) se resserrent; ^ 
enfin, quand L est nul, les points B et B' se confondent 0 
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et l’ellipse CDD’ se réduit à un point qui est l’origine 
même des coordonnées. Les hyperboles données par° les 
plans des xz et d esyz deviennent des droites, et les hyper- 
boloïdes se réduisent tous deux à un cône qui ressemble 
au cône droit des élémens de géométrie , à cela près que 
sa base est une ellipse; son centre est à l’origine des coor- 
données : dans ce cas, on a l’équation 

Me 1 — My — M«x' — o. 

Les sections de la surface par des plans parallèles aux plans # , 
des ou des yz , sont encore des hyperboles qui ont 
leur centre sur l’axe des y ou sur l’axe des a:. On pourrait 
donc concevoir encore ce cône comme ayant pour base 
une hyperbole située dans un plan parallèle à un des deux 
précédé ns ; et alors il serait engendré par le mouvement 
d’une ligne droite assujettie à passer toujours par l’origine 
des coordonnées, et par des points differens de cette hyper- 
bole. Si MH est nul , ce cône se réduit à deux plans pas- 
sant par l’origine des coordonnées , et perpendiculaires au 
plan des yz. 

On peut encore s’assurer que la surface précédente est 
conique, en menant les plans coupans par l’axe des z : alors 
ils auront pour équation £ 

• 

y = x tang <p-, 

ce qui donne 

* — r cos 9 , ‘ y — r sin 9. * 

Ces valeurs, substituées dans l’équation des hyperboloïdes, 
donneront pour l’équation de l’intersection 

Mz* — r 1 ( M' sin* 9 -f- M « cos 1 9 ) 4- £ — 0 , 

qui appartient en général à l’hyperbole , mais qui , dans le 
cas ou L = o, représente deux lignes droites menées par 
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l’origine; ce qui est le caractère des surfaces coniques, puis- 
qu’elles sont engendrées par le mouvement d’une droite 
assujettie à toucher toujours une courbe donnée , et à pas- 
ser toujours par un même point. Ici les droites correspon- 
dantes à un même plan coupant font des angles égaux ave c 
l’axe desz; ce qui tient à ce que l’axe du cône passe par le 
centre de l’ellipse qui lui sert de base, et est perpendiculaire 
au plan qui la contient. 

Tant que M' et M n sont différentes l’une de l’autre , les 
l|j| droites données par l’équation ,, 

Mr 1 — r* ( M' sin 1 <p -f- MH cos J <p ) = o , 

font des angles différens avec l’axe desz suivant les valeurs 
de <p : mais, lorsque M' — M " ; on a 


il/z’ — r'M' = o ; 

l’angl* q> disparaît, et toutes les génératrices font des angles 
égaux avec l’axe des z : ainsi , dans ce cas , la surface 
devient un cône droit à base circulaire. 

266. Le cône que nous venons de considérer est , par 
rapport aux hyperboloïdes , ce que sont les asymptotes 
de l’J^’perbole par rapport à cette courbe. En effet , si l’on 
représente .par r, z' , les coordonnées respectives de ces 
deux surfaces pour les mêmes valeurs de x et de y , on 
aura 

M'y ' 1 -f- M'yJ -f- M ' 1 x’’ — L 


* “ TT*' 

ce qui donne 


M 


M ( r -(- z') 


La différence entre ces ordonnées supposées de même signe 
sera positive ou négative , suivant le signe de L ; par 
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conséquent, le cône sera intérieur à l’hyperboloïde, si L est 
positif ; extérieur, si L est négatif. Cette différence sera 
d’autant plus petite , que les valeurs des coordonnées z'z 
seront plus grandes : ainsi le cône approchera toujours de 
plus en plus de chacun des hyperboloïdes , sans pouvoir 
jamais les atteindre. 

267. Les hyperboloïdes ont encore plusieurs propriétés 
remarquables qui les rapprochent des surfaces coniques. Si 
l’on considère les hyperboles 

Mz 1 — M'y' — M"»' f I = o, 

qui sont données par les plans coupans perpendiculaires à 
l’axe des x , on voit qu’en supposant L positif, elles auront 
leur second axe parallèle aux z tant que 

— M» + L •* 


sera une quantité positive ; elles se réduiront à des lignes 
droites, quand cette quantité sera nulle , ce qui arrivera à 
l’extrémité de l’axe AC ( fig. 102 ) , et elles auront ensuite 
leur premier axe parallèle à celui des z (fig. io 3 ). On peut 
suivre la même marche sur les hyperboles parallèles aux 
plans des art:, et on trouvera également que le plan mené 
à l’extrémité de l’axe AU, perpendiculairement à l’axe des 
y, rencontre aussi la surface suivant deux lignes droites; 
Ceci est un cas particulier d’une propriété plus générale 
que nous développerons par la suite. 

268. Reprenons maintenant l’équation générale 

Mz' -f- M'y' MH x' Hz -f- H' y + H" x = 0 (2). 

Pour en déduire les surfaces dépourvues de centre, il faudra 
supposer quelqu’un des trois coefficiens M , M ' , M 11 , égal 
à zéro : ces coefficiens ne peuvent cependant pas être tou* 
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supposés nuis à-la-fois, car alors la surface ne serait plus 
qu’un plan. Il y aura donc en tout deux cas à examiner , 
suivant qu’une seule ou deux d’entre les quantités MM'M n 
seront nulles. Nous allons discuter ces deux cas, en suppo* 
sant que le terme Mz' reste dans l’équation, le coefficient 
71/ étant positif. 11 suffira de changer convenablement les 
variables xyz les unes dans les autres, pour en déduire les 
résultats qui auraient lieu, si M était égal à zéro. 

Supposons d’abord M 1 / nul, M' ne l’étant point: alors, 
d’après ce qui a été dit dans l’article 262, on pourra trans- 
porter les coordonnées parallèlement à elles-mêmes , de 
manière à rendre H et //' nuis. L’équation sera donc 
réduite à la forme 

Mz' -f- M'y' -f- H !/ x= o. 

Les sections parallèles aux plans des^z, des xz et des xy , 
seront , 

Mz * -|- M'y ' -j-//" « = o , 

Mz * -j- Il u x -j -71/' /â* = o , 

M'y' -f- H"x -f-71/ y' = o. 

Les deux dernières, qui représentent des paraboles, seront 
toujours réelles , les autres seront des ellipses ou des 
hyperboles , selon que M et HP seront de meme signe ou 
de signe contraire. Les sections principales de la surfat^j 
auront pour équations 

Mz'-\-M'y'— o , Mz'-^HHx— o, M'y*-\-H ,l x Ê =x o ; 

et, suivant le signe de 71/', la première se réduica à un point, 
ou représentera deux lignes droites. 

Supposons d’abord 71/' positif, ainsi que M. Les sections 
parallèles au plan des yz ne seront réelles qu’autant que W< 
et a seront de signe contraire. La surface 11e s’étendra donc 
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que d’un seul côté du plan des yz; savoir, du côté positif, 
si H H est négatif; de l’autre, s’il est positif: celte dernière 
disposition est représentée daffs la figure io4l on y recon- 
naît aisément l’ellipsoïde de la figure 100 , dont deux sec- 
tions principales sont devenues des paraboles. 

Prenons maintenant M' négatif ; l’équation de la surface 
devient 

Mz y — M'y* -}- H"x = o , 
et les sections principales seront 

Mz* — M'y* = o, Mz y -f- ll !l x = o , M'y * — HH x =o. 

* 

Celles qui sont paraboliques auront leurs branches dirigées 
en sens contraire, et leur sommet à l’origine des coordon- 
nées ( fig. io5 ). En général, les sections parallèles au 
plan des yz seront des hyperboles BB'BH, CO C" , qui 
auront leur centre dans l’axe des x; mais, d’un côté de 
ce plan , elles auront leur premier axe Bb parallèle aux 
z , et de l’autre, elles auront le premier axe Ce paral- 
lèle aux y. Ces directions différentes se réunissent dans 
le plan desyz, où les sections hyperboliques se réduisent 
à deux lignes droites AL , AL ' , comme le représente la 
figure io5, où l’on a supposé H" positif. En général , il est 
aisé de voir que le signe IIH n'influe point sur la forme 
de la surface , mais seulement sur sa posili-on par rapport 
aux plans coordonnés. 11 est remarquable que les hyper— 
boles représentées par les équations 

Mz* — M’y * -f HH « — o , 

et qui sont par conséquent les projections sur le plan d#s 
yz des intersections parallèles à ce plan, ont pour asymp- 
totes les lignes droites AL , AL ', dont l’équation est 
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sont des lignes droites parallèles entre elles , et à la trace 
de la surface sur ce même plan. Il est aisé de reconnaître 
à ces caractères que la surface dont il s’agit est un cylindre 
parabolique dont les génératrices sont parallèles au plan 
des xy , les projections de ces génératrices sur ce plan 
faisant avec l’axe des x un angle qui a pour tangente tri- 

, . H" 

gonometrique — — . 

D’après ce que nous avons dit sur la nature des surfaces 
cylindriques , il est clair que , si nous transformons les 
coordonnées de manière à prendre un des axes parallèles 
aux génératrices, une des trois variables x,y, z disparaîtra, 
d’elle-même. Pour cela, il faudra conserver l’axe desr, 
et changer seulement ceux des * et des /, à l’aide des 
formules 

x=x' côs a-r- y sin a , 
y=x< sin a -f- y' cos «. 

En effet , en substituant ces valeurs dans l’équation de la % 
surface , elle devient 

J/z’-f- (H 1 cos a — H 11 sin a)y '+ ( H' sin V cos « ) x'=o. 

La variable x disparaîtra en faisant 

H’ sin « H" ccs a = o.; 

ce qui donne 

h» 

tang « = jp- } 

«l le nouvel axe des x devient parallèle à la droite qui a 
pour équation 

H' y -j- H^x = o , ‘ 

laquelle est une des génératrices de la surface. 

,ayo. En coupant les surfaces du second degré par des 
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plans diversement inclinés , les intersections sont des cour- 
bes du second ordre : on peut aisément reconnaître leur 
nature , en les rapportant à des coordonnées prises dans le 
plan coupant lui-même. 

Pour cela , reprenons les formules générales 

x=mx' -f- m'y' -f- m u z ' , y —nx' -{- n'y' -\-nH z' , 
z=px' +py -j -p"z' , 

qui servent à la transformation des coordonnées. Si l’on 
substitue ces valeurs dans l’équation d’une surface , cette 
surface se trouvera rapportée aux x'y'z', et, pour trouver 
son intersection ppr un plan donné , il suffira de combiner 
son équation avec celle de ce plan. Or, si les coordonnées 
x'y' sont prises dans le plan coupant lui-même, la troi- 
sième coordonnée z' lui sera perpendiculaire, et l’équation 
du plan sera z l z=o. Ainsi, pour trouver l’équation de son 
intersection, avec la surface , il suffira de faire z 1 nul dans 
cette dernière , après l’avoir transformée. 

. Ou , ce qui revient au même , il suffira d’y substituer 
pour xyz les valeurs suivantes 

x=mx’ m'y J , y=nx' -L-n'y' , z—px'-\-p'y', 

que l’on obtient en supposant z' mil. 

11 ne reste plus qu'a déterminer les coefficiens mm',nn', 
pp', d’après la position des axes dans le plan coupant. Pour 
plus de simplicité , nous supposerons que les a: sont comp- 
tées sur la ligne AX' (fig. 106 ), qui représente la trace de 
ce plan sur celui des xy, et nous prendrons pour axe des 
y' une droite AY' menée danscé plan perpendiculairement 
à cette trace: alors, si nous commençons par considérer 
les points situés sur l’axe AX' , pour lequel y' est nul, les 
valeurs de xyz deviendront 

* 
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x = mx ' , y — nxl , z — px'P 

L’axe AX' étant situé dans le plan des xy , si l’on nomme 
' <p l’angle CAX , on aura pour les points situés sur cet axe 

x = x' cos qi, y — x’ sin Ç , z — o, 

et par conséquent 

m = cos tp , n — sintp, p =o. 

* ♦ 

Relativement à l’axe des y', on aura x' = o; ce qui donne 

x=m'y' ; y —n'y' , z~p'y'. 

« » 

Soit M un quelconque des points qui y sont situés. Si l’on 
mène MM M'P , respectivement parallèles aux axes des z 
et desjy , MM' sera z , P'M ' , —y; AP, x , et AM , y' ; 
l’angle MAM' sera celui que fait le plan donné avec celui 
des xy : en le nommant S, on aura 

z—y' sin fl , AM' =ÿ cos fi, 
y— — AM' cos <p=r — y' cos fi cos <p , 
x=AM' sin <p —y' cos fl sin (p ; 

ce qui donne 

m' =cosfl sin<f, n' = — cosflcos<p, p' — sin fi ; 
et, en réunissant ces deux valeurs , on en tire 

x = x' cos <P +f cos fi sin <p , 
yz=x' sin ç — y' cos fl cos q>, z—y' sin fi. 

Ces formules serviront à rapporter les points d’un plan à 
des axes rectangulaires qui y seront situés. 

2.ji. Jusqu’ici nous n’avons changé que la direction des 
axes : si l’on voulait aussi déplacer l’origine , il suffirait 
d’ajouter aux expressions précédentes les coordonnéeso, b, c 
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de l’origiijg nouvelle (n". 8 1). On aura ainsi pour xyz ces 
% valeurs générales * . 

x = a x' cos <p -f* y' cos t sin <p , 

y — b -j- x' sin <p — y' cos 6 cos ip , 
z == c -J- y' sin 6 , 

dans lesquelles a, b , c représentent les coordonnées d’un 
point quelconque pris dans le plan coupant. Ce plan se 
trouve aussi déterminé par trois conditions , de passer par 
ec point, de faire avec le plan des xy un- angle 6 , et de 
couper ce même plan suivant une ligtie droite qui fasse un 
angle q> avec 1 ’axe des x. 

272. En substituant ces valeurs dans l’équation générale 

Mz x -\-M' y r x* -}- Hz -f- H'y -j- H"x — o , 

qui comprend toutes les surfaces du second ordre , on aura 
l’équation de l’intersection qui sera du second degré enx' y'y 
et on pourra déterminer sa nature d’après les méthodes que 
nous avops données. 

On pourra même disposer des indéterminées , d’où dé- 
pend la position du plan coupant, pour obtenir les diverses 
intersections qui seront compatibles avec la nature de la 
surface : si , par exemple , on demande que l’intersection 
soit une circonférence de cercle , il suffira , pour cela, que 
les coefficiens dey’- et x soient égaux et de même signe , 
celui des x'y' étant nul; et l’on verra aisément que ces con- 
ditions donnent les deux équations suivantes 

il/sin'ê-^-il/'cos'Scos’ip-f-M// cos“ 0sin’ç — M'sin’ip — M^cos’if =Q (2)^ 

sin <p cos <p cos 6 = o ( 3 ) , 

4 

qui doivent servir à déterminer les angles ( et Ç. 

La seconde est satisfaite en supposant cos i = 0; ce qui 
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donne sin J = i : cette valeur , substituée dans la pre- 
nnèse, donne f 

M — M' sin 1 <p — M" cos 3 <p — o ; j 

d’où l’on tire 

tang <p = ± \/ M " ~ >/ - * • 

y m—m' 

Alors le plan coupant est perpendiculaire au plan des xy. 
cette valeur de tang ç n’est réelle qu’autant que la quantité 

M 11 — M 

M—M' 

est positive. Ainsi, dans ce cas seulement, la supposition 
cos i) = o est admissible : cela n’a pas lieu , par exemple , 

* quand M' = M". Alors, en effet, la surface est de révo- 
lution autour d’un axe parallèle à l’axe des z, comme on 
peut aisément le voir en transportant les coordonnées x et 
y parallèlement à elles-mêmes, et il devient impossible de 
la couper suivant un cercle par un plan parallèle à cet axe, 
à moins qu’on n’ait aussi M = M' — M l < ; ce qui est le ca* 
de la sphère. 

L’équation (3) est encore satisfaite, en faisant 
sin ^ = o ou cos Ç) = o. 

La première supposition donne le plan coupant perpendi- 
culaire au plan des yz ; la seconde le rend perpendiculaire 
à celui des xz. Dans le premier cas , l’on au» 



dans le second ; 
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Chacune de ces valeurs de 8 ne sera admissible qu’autant 
que les quantités qui s’y trouvent affectées du signe radical 
seront positives. Or, *il est aisé de voir qu’en prenant M 
positif, ce qui est toujours permis, les trois quantités 

M"—M M' — M» jW—M' 

• M—M>’ M"— M’ M’—M ’ 

ne peuvent pas être négatives en même tems , d’où il suit 
qu’une au moins des suppositions précédentes sera possible: 
or, chacune d’elles donne deux valeurs de tang $ ou de 
tang <p , et par conséquent il en résulte, dans chaque cas 
deux positions du plan coupant qui donnent des circonfé- 
rences de cercle. 

11 suit de là, i°. qu’en général , par chaque point d’une 
surface du second degré , on peut toujours faire passer , 
deux plans qui la coupent suivant une circonférence de 
cercle. , 

2 °. Lorsque l’on a fait disparaître de l’équation de la 
surface les rectangles des coordonnées, les plans coupans 
qui donnent des cercles sont perpendiculaires à l’un des 
plans coordonnés. 

3”. Comme les conditions précédentes ne déterminent 
que les angles 8 et <p, et non pas les coordonnées a , b , c , 
il existe pour chaque surface une infinité de plans qui 
donnent des cercles , et ils sont tous parallèles entre eux. ^ 
Quant aux indéterminées a, à, c, on peut en disposer pour 
que l’origine des x'j' se trouve au centre même du cercle 
suivant lequel la surface est coupée : cette condition, .qui 
rend lescoefficiens de x' etde^ nuis, donne entre a , ô, c, * 
deux équations linéaires; d’où il suit que , pour chaque 
surface , les centres de tous ces cercles sont situés sur une 
même ligne droite. » 

a et b étant supposés déterminés par ces deux équations* 
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c reste encor* arbitraire; mais, pour que les cercles dont 
il s’agit soient réels , il faut que le dernier terme de l’équa- 
tion transformée en x' 2 eiy* soit de signe contraire aux « 
deux autres. Cette condition, qui limite les valeurs de c , 
pourra toujours être templie pour chaque surface , excepté 
dans les points où elle ne s’étend pas. 11 suit de là que toute 
surface du second degré J^ut être engendrée par le mou- 
vement d’un cercle toujours parallèle à lui-même , et 
variable de rayon. 

En appliquant ces résultats au cône elliptique , on pourra 
le couper suivant une circonférence de cercle ; ce qui don- 
nera le cône oblique que l’on considère relativement à son 
volume dans les élémens de géométrie , et dont nous au- 
rions pu, quoique. avec moins de simplicité, déduire toutes 
les courbes du second ordre. Une des sections circulaires 
étant regardée comme base de cette surface, l’autre se 
nomme section souscontraire. Il est aisé de voir , par ce qui 
précède , que, si le cône est droit , la section souscontraire 
se confond avec la base. 

On trouverait de même quelles sont les surfaces du se- 
cond degré qui peuvent être coupées suivant des lignes 
droites, et les élèves pourront s’exercer à cette recherche. . 

Des Plans tangens aux Surfaces du second 

ordre. 

\ 

2y3. Par un point quelconque pris sur une surface 
courbe , on peut mener une. infinité de droites qui ne la 
rencontrent qu’en ce point. L’ensemble de ces droites 
forme, comme on le verra tout-à— l’heure , une surface 
plane que l’on nomme plan tangent , et qui est, par rap- 
port aux surfaces , ce que sont les tangentes par rapport 
aux lignes. 
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Cherchons l’équation du plan tangent relativement aux 

surfaces du second ordre : pour cela , reprenons celle de 

ces surfaces , qui est 

% • 

Az" Cr + Cy+ C"x-\-Lt= o (i). 

En supposant qu’on ait fait disparaître les rectangles de» 
coordonnées : soient x" yU z H les coordonnées du point de 
, tangence , on aura 

Az l i' 1 ~\-A'y ll ' i -\-A^x ll '-\-Cz l '~\- C'y 11 -f- CH -\-L= o (2) . 

Les équations d’une droite menée par ce point, suivant une 
direction quelconque , seront 

x — x 11 — a (z — z""), y — y" — A (r — z" ) 

« et b représentant les tangentes trigonométriques des 
angles que ses projections forment avec l’axe des z. Dans 
les points où cette droite rencontre la surface , ses équa- 
tions subsistent en même lems que les deux précédentes. 

Or , en retranchant ces dernières l’une de l’autre, on a 

A (z-j-z w ) (z-z l! ) -j- A' (r+y") (y-y ,/ )-+A l t)(x~\-x")(x-x"i) 

+ C(z— z")+C' (y—y") + C" (*-*") =0. 

Mettant pour y — y” et a: — x" leurs valeurs données 
par l’équation .de la droite, on aura, relativement aux points 
d’intersection, 

\A(z-\-z' , )-\-A , b'y'+y"')+A , !o(x-\-x"] l +C+C'b+C"o}(z—t , ')zzoi 

Cette équation est satisfaite quand z=z" ; ce qui donne 
y=zy" et x — x" , parce que le point dont les coordon- 
nées sont x” y" z" est sur la droite. Supprimant le facteur, 
il vient ‘ , 

A'z-\-z ll }-\-A'ly-\-y li )-\-A l 'a{x-\-x")-\-C-^-C , b-\-C l, a=zo t 
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Cette équation appartient au second point dans lequel la 
droite , considérée comme sécante , rencontre la surface. 
Si elle est tangente, ce second point doit se confondre avec 
le premier , et ses coordonnées doivent être les mêmes. 
Inéquation précédente doit donc alors être satisfaite, quand 
on fait 

X=x", y=y", z—z" ; 

ce qui donne 

a Az "- fa A'by"+ a A"ax'' -f 6 '-f C'b -f C"at= o ( 4 ). 

C’est la conditioff nécessaire pour qu’une droite soit tan- 
gente à une surface du second ordre. Comme elle ne suffit 
pas pour déterminer les deux quantités a et b , une d’entre 
elles reste arbitraire , et il existe pour chaque point une 
infinité de droites qui jouissent de cette propriété. 

Si on élimine a et b au moyen de leurs valeurs prises 
dans l’équation de la droite , le résultat exprimera toujours 
une propriété commune aux droites qui touchent la sur- 
face dans le point donné , mais il ne renfermera rien qui 
soit particulier à aucune d’elles : il appartiendra par con- 
séquent à la surface qu’elles forment, laquelle aura pour 
équation 

(a Az"+C) (*— z")-b(*A'y"+C') (y— y) 

-f (a A"x"+ C ") (x— x")—o. 

Cette équation étant linéaire en x , y, z , le lieu de toutes 
les tangentes cjt un plan qui est lui-inême tangent à la 
surface proposée. 

Eu développant cette expression, et faisant usage de l’é- 
quation ( 2 ), on peut la mettre sous la forme plus simple 

(aJA"+C)* + ( zA'y" + C') j+(a A"x" + C").v 
-f Cz" 4 - C'y" -f- C"v" (5). 


Digitized by Google 


DES SURFACES 


3<4 

Pour les surfaces qui ont un centre, {7,6'' et C 11 sont nuis. 
L’équation du plan tangent devient alors 

Azz" -f- A'yy" -f- A"xx" -\-L — o. 

t 

3^4- Une droite menée par le point de tangence, per- 
pendiculairement au point tangent , se nomme une nor- 
male. D’après la première condition , ses équations seront 
de la forme 

x — x !l — a' ( r — ) , y—yll=zl'{z — z 11 ). • 

Pour que la seconde soit remplie, il faut^n". 64) qu’on ait 

A"x" = a'Az " , A'y" = V A z» ; 

ce qui détermine a' et b' . Il ne reste plus qu’à substituer 
ces valeurs dans les équations de la normale. Si la surface 
proposée est de révolution par rapport à un' des axes, par 
exemple , celui des j-, on a A = A H ; et la valeur de a' , 
x" 

qui devient — — , donne 
1 z" 

xz n — ZX H = O , 

pour la projection de la normale sur le plan des xz : cette 
projection passant par l’origine des coordonnées, il s’ensuit 
que la normale rencontre l’axe desj'. Cette propriété est 
générale, et , lorsqu’une surface est de révolution autour 
d’un axe, toutes ses normales rencontrent cet axe. 

275 . En mettant dans l’équation du plan tangent, pour 
x" y 11 z" les coordonnées du point de tangence , il sera 
facile ensuite de construire ce plan. On peut aisément 
faire l’application de ces résultats aux diverses surfaces du 
second ordre que nous avons discutées, et l’on en verra 
naître plusieurs propriétés remarquables. Prenons pour 
exemple l’hyperboloïde que nous avons discuté dans 
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l’article 266. L’équation de cette surface est 


3o5 


Az- — A' j 1 — A^x* -\- L = o ; 
celle du plan tangent sera 

Azz * — A'yy" — A" xxU -(- L =0 , 

et l’on aura pour le point de tangence 

AzU* — A'yH' — AUx« % + L = o. 

Pour trouver les points communs au plan tangent et à la 
surface, il faut combiner 4es trois équations précédentes 
de manière à en éliminer x, y ou s v car , dans ces points , 
elles subsistent en piême teins. Or, si on retranche le 
double de la seconde de la soinme des deux autres , on 
trouve 

A (z — zly — A' (y — -yliy — A" (x—x«y = o (A). 

La troisième, retranchée de la seconde , donne 

\ 

Az" ( z —z») — A'y* (y— y " ) — A"x« (*— x" ) —o ; 
d’où l’on tire P 

A f- z" V_ { A 'y"b'—J U )— AI,x " (x—x" ) }» 

' ' Az " 1 ’ 

Substituant cette valeur dans l’équation Ç4) , il vient 

* / 

| A' y" (y — y ") — A" x" (jc — x //) J 1 — AA' z " 1 (y — y"Y 

- AA"z"' ( X —Jï'y = o. 

Ce résultat, qui ne contient que x et y, appartient aux 
points communs au plan tangent et à la surface ; c’est l’é- 
quation de leur projection sur le plan des xy. Elle est 
toujours satisfaite , quand x = x", et y— y" ; mais elle 
est, de plus, décomposable en facteurs du premier degré ; 


m 
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car, si l’on. fait 

y —y 11 — a (x — x"), 

les variables x et y disparaissent, et l’on a pour déter- 
miner a l’équation dn second degré 

* ( A'ayH — A^x" )* — AA’d'z n '‘ — AA^z"* =. o ; 

✓ 

ce qui donne pour chaque point de la surface deux valeurs 
de a. Lorsqu’elles seront réelles, les points communs au 
plan tangent et à l’hypcrboloïde auront pour projection 
deux lignes droites sur le plan des xy ; et, comme ils 
sont d’ailleurs situés sur ce plan , ils Formeront aussi deux 
droites dans l’espace. Leurs projections sur les autres plans 
coordonnés s’obtiendront en éliminant y ou a? de l’équa- 
tion du plan tangent , au moyen de celle de la projection 
déjà trouvée ; ce qui revient à combiner ensemble les 
équations 

Az 11 ( z — ) — A'yH {y — yf ) — A n x n (x — * ff ) s=o, 

y—yll — a{x~x1). 

Il-s’fgit maintenant de savoir-si les valeurs de a seront 
toujours réelles. Or, en développant l’équation qui déter- 
mine cette quantité, elle devient 

A'(Az^-A’y^) a'+ 2 A'A"yllx"a-l-A»(Ali'-Allx">)= o; 

ou, en faisant usage de la relation qui existe entre les coor- 
données du point de tangence , 

A'(A'ix^— L ) a 1 — 2 A'A u y"x"a -f A» ( A'y« L) = o . 

La quantité affectée du signe radical , dans la valeur de 
a, sera 

— A’ A" (A'y* 1 — L) (A'ixU* — L ) -{- A' ; 

» 

•V 

\ 
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ou, en développant,* 

A'AHL ( A'x"'+ A"yH* — L ) 

qui se réduit enfin à 

AA'A»Lz»\ 

/ 

Les trois quantités AA' AH étant positives , a ne peut être 
réelle qu’autant que L sera aussi positive : par conséquent, 
l’hyperboloïde a une nappe dont l’équation est 

r 

Az ’ — A' y 1 — A^x' -f- L = o , 

r AA'A n et L étant positives, est touché par sé$ plans 
tangens suivant deux lignes droites; et il est le seul hyper- 
holoïde du second ordre qui jouisse de cette propriété.. 
Cette propriété n’infirme pas la définition du plan tangent 
donnée dans l’article 273 ; car il existe encore » pour 
chaque point de tangence , une infinité d’autres lignes 
droites qui n’ont que ce point de commun avec la surface. 

276. Les formules précédentes peuvent encore être 
employées pour mener un plan tancent aux surfaces du 
second ordre par un poin^extéfieur dont les coordonnées 
seraient connues. En effet , en les supposant représentées , 
par x' ,y, z' , elles doivent satisfaire à l’équation du plan 
tangent, ce qui donne 

( 2 Az"+ C ) z'-P(zA'y"+ C ) y'+ (2 A"x"+ C") x> 
4 - Cz" C'y" C"x"-\-z L=o 1). 

On aurait de plus , le point de tangence étant sur la 
surface , 

Az"’+Ay'+A"x"'+Cz''+C'y"+C"x"+L=o (2). 

En regardant x", y" et z" comme inconnues , ces deux 
équations ne suffiraient pas pour les déterminer : on peut 
donc, par un même point extérieur, mener une infinité 
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de plans tangens à la surface. Si l’on élimine *' ou y 
entre ces^leux équations, elles donneront les projections 
de la courbe qui est le iieu de tous les points de tangence 
de ces plans : cette courbe est celle suivant laquelle la 
surface serait touchée par une surface conique qui aurait 
son centre au poiqf donné, et qui serait engendrée par 
une ligne droite assujettie à passer toujours par ce point , 
et à toucher la surface. 

L’équation (i) étant linéaire en x",y", z", sa combi- 
naison avec l’équation (2) donnera entre*" et z"_,y" et z " , 
des équations du second degré ; d’où il suit que la courbe 
de tangence sera une section conique ; et , par conséquent, 
les surfaces coniques, tangentes à des surfaces du second 
ordre , sont elles-mêmes du second ordre. 

La position du plan tangent serait déterminée, si l’on 
connaissait un second point par lequel ildût passer; car, 
en désignant par x'", y 1 " , ses coordonnées , on aurait 

( 2 Az"+C) z"'+ ( zA'yli+C' ) y’"+ ( 2 A"x" -{- C») x"> 
4 - Cz n -\-C'y l, -\-C"x u - J [-2 L = o ( 3 ). 

■T» 

• Les équations '1) , (2) , ( 3 ) , suffiront pour déterminer les . 
coordonnées x 11 , y ", z du point de tangence en fonction 
de *', y', z' ; y"' 1 z"'. 

On arriverait à un résultat semblables, eu assujettissant 
le plan tangent à passer par une droite donnée. En effet , 
soient *' y' z' les coordonnées d’un point de cette droite , 
son équation sera de la forme 

x-x'=a(z-z'), y—y'=zb(z — z '), 

u et b étant connus , puisque la position de la droite est 
supposée donnée : or, x' y' z' devant satisfaire à l'équation 
3 P du plan tangent , on aura d’abord. 
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(zAzH-^-C) z'-f- ( zA'y u ~\-C') ' 2 .A"x"- {-CH ) x ' 

+ C*9+Oyl+C* x 9+ 2 L = o. 

Cette condition ayant lien , il suffit pour que la droite 
soit dans le plan , qu’elle lui devienne parallèle ; ce qui 
donne ( n°. 63 ) 

A z l! -f- A'by" 4* A l! ax" — o. * 

On aura d#plus 

Azt' + A'y" -f- A^x"' 4 - Cz" + O y U + C"x" + L = o, 

puisque le point de tangence est sur la surface. Ces trois 
équations détermineront les valeurs de xU yU z" ; et , 
comme elles sont du second degré , il s’ensuit que l’on 
peut en général , par une droite donnée , mener deux plans 
tangens à une surfaçe du second degré quelconque. 

r 

Des surfaces du second degré rap/torlées à 
leurs plans diamètres. 


277. On peut rapporter les surfaces du second degré 
à des coordonnées obliques , ainsi que nous l’avons fait 
pour les lignes du même ordre. Si dans l’équation générale 

Az> + A'ÿ* + A"x* + Byz + B’xz + B"xy 
-f - Cz -\- C’y -f- C"x -f- L — o , 

où les coordonnées sont rectangulaires, on substitue pour 
x y z les valeurs 

x — x' cos X y' cos X' -j- z' cos X" 
y = x* cos Y -{-y' cos Y' -f- z ' cos Y" #■ 
z = x’ cos Z -j-y' cos Z' -f- z ' cos Z" , ’ 

dans lesquelles x' y' z’ soient les coordonnées relatives à 
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de nouveaux axes qui font entre eux un angle quelconque, 
et sont assujettis aux seules équations 

cos’ X -|- cos’ Y + cos’ Z = i 
cos’ X' -f- cos’ Y' -|~ cos’ Z' = i 
cos’ A"-!- cos’ Y" -J- cos’ Z" t= i , 

on aura la*transformée 

My *+ M"x'’ -f Ny'z' -f N'x'z' N"x'y> 

+ Pz' +Py + P'x' y l = o. 

On pourra toujours disposer des indéterminées , d’où dé- 
pend la position des nouveaux axes , pour rendre N , A 7/ 
et N" nuis ; et cette condition pourra même être remplie 
d’une infinité de manières; car on a vu, dans le n”. 261 , 
qu’en joignant aux trois équations (vf) et aux suivantes 

iV — o, W — o/ IP'— o, 

\ ■' • y 

les trois équations (fi) qui ont lieu quand les axes sonP 
rectangulaires , leur système suffit pour déterminer en 
quantités réelles les valeurs des neuf inconnues , d’où dé- 
pend la position des axes : ces équations ne suffiront donc 
plus pour cet objet , quand on en ôtera les trois équa- 
tions {B). Ainsi non - seulement on pourra trouver des 
coordonnées obliques par rapport auxquelles les surfaces 
du second ordre auront des équations de même forme 
que par rapport à leurs axes rectangulaires, mais il y a une 
infinité de systèmes qui jouiront de cette propriété , et 
dont les plans sont, relativement à ces surfaces, ce que sont 
les diamètres dans les courbes du même ordre. 

278. Nous n’entrerons pas dans un plus grand détail _ 
relativement aux surfaces du second ordre. On pourrait , 
à l’aide des formules précédentes , et des méthodes don— • 

nées dans les préliminaires , découvrir un grand nombre 

l 
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de propriétés particulières à ces surfaces. 11 sera très- 
utile à ceux qui auront lu cet Ouvrage d’effectuer ces 
applications qui n’offrent rien de difficile , et qui auront 
l’avantage de les familiariser avec l’emploi de l’analyse ; 
mais un pareil détail deviendrait ici superflu. La géométrie 
analytique repose , comme la synthétique , sur un petit 
nombre de préliminaires relatifs au point , à la ligne 
droite et au plan. Ces élémens, lorsqu’on les possède bien, 
suffisent pour mettre en équatiou tous les problèmes que 
la Géométrie présente, sans qu’il soit besoin pour cela de 
recourir à aucune construction particulière. Il ne reste plus 
ensuite, pour les résoudre, qu’à surmonter les difficultés 
de l’analyse; et celles-ci peuvent être souvent diminuées, ou 
du moins éludées par un choix heureux d’inconnues : c’est 
un art qui ne peut s'apprendre que dans les écrits des grands 
géomètres, et sur-tout dans l’Arithmétique universelle de 
Newton, qui en offre les plus beaux exemples. 

FIN. 
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Transformation des coordonnées eu trois dimensions. 81 — 84 

Conclusion des préliminaires. 85 


ArPLICATION UES PRINCIPES PRp.CÉDF.NS A LA 


DISCUSSION DES COURBES ET DES SURFACES DU 
SECOND ORDRE; et d’abord 

DES SECTIONS DU CONE. 

Équation d’un cène droit à base circulaire , dans lequel les 
coordonnées du centre , la position de l’axe et l’angle au 
centre , sont indéterminés. # 8ù 
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Équation de l'intersection de 1a surface conique par un des 
plans coordonnés. 87 — 88 

Forme générale de l'équation des sections coniques. Caractères 
principaux qui les distinguent les unes des autres. 89—93 

Comment se, modiiie l'équation générale des sections coniques 
lorsqu’on y introduit les conditions particulières à chacune 
d’elles. <) 3—96 

Forme très-simple à laquelle se réduit l’équation générale lors- 
qu’une des génératrices du cône est perpendiculaire au plan 
coupant , et passe par l’origine des coordonnées. On en déduit 
toutes les sections coniques, en faisant varier l’angle au ceutre 
du cône. 97 

DU CERCLE. 


Discussion de son équation : elle suffit pour déterminer les cir- 
constances de son cours et ses diverses propriétés. Examen 
des différentes modifications dont cette équation est suscep- 
tible. * 98 — 103 

Réciproquement , si l’on explique algébriquement une propriété 
qui appartienne à tous les points de la circonférence d’un cercle, 
sans lui être commune avec d’autres courbes , on retrouve son 
équation. Io 3 

Equation la plus générale du cercle. Discussion de cette équa- 
tion. ro 4 — io 5 

• Équation de la tangente au cercle , lorsque le point de con- 
tact est donné sur la courbe. roG — 107 

Équation de la normale. 108 

Équation de la tangente assujettie à passer par un point pris 
au dehors du cercle. Construction géométrique. Discussion 
relative à cette construction. rqy— 110 

Recherche des divers systèmes de coordonnées pour lesquels 
l’équation du cercle conserve la même forme que lorsque 
l'origine est au centre, et les coordonnées rectangulaires. l e 
^ nombre de ces systèmes est infini : ils sont tous reemngu- , 
laires. lit 

Ce que l’on entend par diamètres conjugués. Conclusions. 112— n 3 
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B E L’E L L I P S E. 


Discussion de l’équation de cette courbe, et détermination de» 
circonstances générales de son cours. Des axes de cette courbe. 
Forme que prend l’équation lorsqu’on les y introduit. Défi- 
nition des diamètres, des paramètres. n4 — 118 

Forme que prend l’équation de l’ellipse quand on place l’o- 
rigine des coordonnées à une des extrémités du grand axe. Rap- 
port du carré des ordonnées de deux points quelconques. i ig 

Comparaison des ordonnées de l’ellipse et des cercles décrits sur 
son grand axe, ou sur son petit axe, comme diamètres. 120 

Manière de décrire l’ellipse. 121 

Conditions algébriques qui expriment qu’un point est situé en 
dedans ou en dehors de l’ellipse. lia 

Relation qui existe entre les angles formés par le premier axe 
et les cordes supplémentaires menées de ses extrémités à 
un même point de l’ellipse. Les lignés menées des extrémités 
du grand axe à un même point de l’ellipse comprennent un 
angle obtus. 

Des foyers de l’ellipse : moyen de les déterminer. La somme 
des distances des foyers à un même point de la courbe est 
constante et égale ait grand axe. 

La propriété précédente donne un second moyen de décrire 
l’ellipse. 1 25 

Équation de la tangente à l’ellipse , lorsque le point de tangence 
est donné. Cette droite n’a qu’un seul point commun avec 
la conrbe. 1*6 — 127 

Moyen très-simple pour construire une tangente en un point 
donné , sur l’ellipse, par la propriété des cordes supplémen- 
taires,. < 128—129 

Ce que l’on entend par diamètres conjugués. L’angle qu’ils com- 
prennent dans l’ellipse est égal à celui des cordes supplémen- 
taires menées par les extrémités du grand axe parallèlement 
' à ces diamètres. i 3 o — t 3 r 

Expression de la soutangente. 

Équation de la tangente assujettie à passer par un point pris 
hors de la courba. . 


123 


i?4 


Digitized by Google 


/ 


DES MATIERES. 3 19 

Équation de la normale. Kxpression de la sonnomiale. i3/j 

Rapport entre les directions de la tangente, de la normale, et 
celles des lignes menées de denx foyers aux points de t agence. t35 

Construction de la tangsnle d'après cette propriété , lorsque le 
point donné est sur la courbe, ou en dehors. i3ô 

De V Ellipse rapportée à ses diamètres conjugués . 

Transformation de Pcquâtion de l’ellipse rapportée à ses axes et 
au centre. Forme de l'équation de cette courbe rapportée à 
des diamètres conjugués. Il y a une inimité de Systèmes de 
coordonnées pour lesquels l'équation conserve cette forme. Ces 
systèmes ne sont pas rectangulaires. i3^— i 3 q 

Dans l'ellipse, le parallélogramme construit sur deux diamètres 
conjugués quelconques est équivalent au rectangle construit sur 
les axes. La somme des carrés de deux diamètres conjugués 
est égale à la somme des carrés des axes. i^o — i 

Manière très-simple de construire deux diamètres conjugués qûi 
comprennent un angle donné. # ifyi 

Construction des diamètres conjugués égaux. i43 

L’angle obtus formé par ces diamètres est le plus grand de 
tous ceux qui sont formés par deux diamètres conjugués. i44 
Les carrés des ordonnées parallèles à diamètr? sont propor- 
tionnels aux produits des segmens qu'elles ^prment sur son • 
conjugué. l45 

Moyen de décrire une ellipse quand on connaît deux de ses 
diamètres conjugués , et l'angle qu'ils comprennent. 146 

■Condition qui exprime que deux droites menées des extrémités 
d’un diamètre conjugué sc coupent sur l’ellipse. i47 

Équation de la tangente à l'ellipse. Les coordonnées étant 
obliques et parallèles à des diamètres conjugués, cette équation 
est de même forme que lorsque la courbe est rapportée à scs 
axes. 148 

Méthode Irès-simple pour mener une taugentc à une ellipse lorsque 
l'on connaît son centre. ^ 149 — i5o 

Manière de construire avec les mêmes données deux diamètres 
conjugués qui comprennent un angle donné. Si cet angle est 
droit, ces diamètres sont les axes. % t5i— -*5a 
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Marche qu’il faut suivre pour revenir de l'équation aux dia- 
mètres conjugués à l'équation aux axes. ^t<53 

Sur l'Équation polaire de l’Ellipse , et la Mesure de sa 
surface. 

Trouver uue courbe telle que la somme des distances de chacun 
de ses points à deux points donnés soit constante et égale à 
une ligne donnée Cette courbe est une ellipse. l5 4 

Équation de l’ellipse en coordonnées polaira. t55— l5G 

Recherche de la surface de l’ellipse. ,5 7 

* 

DE LA PARABOLE. 

Équation de cette courbe , et détermination des circonstances 
générales de son coûts. x . l58 l5g 

Caractère analytique des points situés au dehors ou au dedans 

160 

de cette courbe. 

Manière de construire la parabole , d’après son équation. 161 

La paralrole est une ellipse dont le grand axe est infini : ou , 
ce qui revient au même . elle est la limite de toutes les el- 
lipses dans lesquelles la distance du foyer au sommet est la 
* 1 6a 

meme. « 

«De la directrice ; s^ position. Moyen de décrire une parabole 
dont le paramètre est connu. Autre moyen de décrire une por- 
tion de parabole d’un mouvement continu. Du paramètre. i63 - 165 

Équation de la tangente menée à la parabole par un point 
donné sur la courbe. 

Par un point pris hors de la parabole, on peut mener deux 
tangentes à cette ‘courbe. 

La soutangente y est double de 1 abscisse. ^ *68 

Équation de la normale à la parabole. La sounormale est cons- 
ume et égal, à la moitié du paramètre. 17° 

Dans la parabole , l’angle formé par 1a ungente avec une droite 
menée du fo'pr au point de tangence , est égal à l’ongle de 
la ungente avec l’axe. 

.Moyen qui en résulte pour mener une ungente à la parabole 

par un point pris sur cette courbe, ou au dehors. t;a 
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.J)e la Parabole rapportée à ses diamètres. 


Recherche des systèmes de coordonnées obliques relativement 
auxquels l'équation de la parabole conserve la même forme 
que quand elle est rapportée à sort axe. Tous les diamètres 
de la parabole sont parallèles à l’axe. 1^3 

Dans la parabole , le paramètre, d’un diamètre quelconque est 
quadruple de la distance du foyer à l’origine de ce diamètre. 

, '• 1 74-t75 

Manière de construire une parabole dont on connaît le para- 
mètre par rapport à un diamètre , l’inclinaison des ordonnées 
étant aussi connue. 176 

Équation de la tangente à la’ parabole rapportée à ses diamètres. 

Elle est de même forme que pour sou axe. La soutangente. 
sur un diamètie est aussi égale au double de l’abscisse cor- 
respondante. . - ■ •• t?7 

Sur l’Équation polaire de la Parabole , et sur la Mesure 
de sa surface. 

Trouver une courbe telle que les distances de chacun de ses 
points à une droite et à un point donné soient égales entre 
elles. Cette courbe est la parabole. 178 

Équation de la parabole en coordonnées polaires. 179—180 

L’aire du segment parabolique compris entre l’aie de courbe 
compté depuis l’origine de l’axe , l’ordonnée et l’abscisse cor- 
respondante , est égale aux deux tiers du rectangle formé 
par l’abscisse et l’ordonnée. , t&l 

Ce que l’on entend par courbes quarrables. 18a 

DE L’HYPERBOLE. 

Équation de cette courbe , et détermination des cireonstances 
générales de sen cours. De ses axes. Forme que prend l’é- 
quation lorsqu’on les y introduit. * 83— 184 

Analogie remarquable qui existe entre les équations de l’ellipse 

et de l’hyperbole. Elle consiste en ce que ses deux équations 

« . 
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ee changent l’une dans l’autre , en rendant le second âxe 
de l’ellipse imaginaire. De l’hyperbole équilatère. C’est celle 
dont les deux axes sont égaux. Elle est entre les autres 
hyperboles ce qu’est le cercle parmi les ellipses. » l 85 

Belation qui existe entre les angles formés par le grand axe 
et les cordes menées de ses extrémités à un même point de 
la courbe. ' ’ 1 86 

Équation de l’hyperbole rapportée à ses axes, l’origine étant i 
placée au sommet. 187 

Transformation que subit l’équation de celte courbe lorsque * 
l’on compte les abscisses sur son second axe. ■ 1 88 

Définition et détermination des foyers. I a différence des rayons 
vecteurs menés de ces points à un même point de l’hyperbole 
est constante et égale au grand axe. Construction des foyers. 

. " ?8g— 190 

Description de l'hyperbole par points , ou d’une portion d’hy- 
perbole par un mouvement' continu. ^ 191 

Equation de la tangente et de la normale à l’hyperbole , lors- 
que le point de tangence est donné. 19a 

Aux extrémités du premier axe , la tangente est parallèle aux 
ordonnées. tg 3 

La propriété trouvée dans l’article 68 , pour l’ellipse , a lieu 
pour l’hyperbole. Elle offre un moyen nouveau et très- 
simple de mener une tangente a cette courbe. 1 94 

Expression de la soutângente et de la sounormale. 19 3 

Formule pour mener une tangente à 1 hyperbole par un point 
extérieur. ‘ 9 ® 

Des asymptotes. l eur construction. » . . 197— ' 9 8 

Si une ellipse et une hyperbole 6ont construites sur les mîmes 
axes, les diamètres conjugués égaux de la première forme- 
ront, étant prolongés, les asymptotes de la seconde. 199 

Les asymp'toies de l’hyperbole équilatère sont perpendiculaires 
entra elles. * 300 

Les asymptotes sont la limite de toutes les tangentes. SOI 

Rapport entre les directions de la tangente , de la normale et 
des lignes menées des foyers au point de tangence. 202 

Moyeu qui en résulte pour mener une tangente par un point 
donné sur l’hyperbole , ou par un point extérieur. 
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Des propriétés de V Hyperbole par rapport d ses diamètres 
conjugués. 

Transformation de l'équation de l’hyperbole rapportée à ses axes 
et au centre. Cette courbe ne rencontre jamais qu’un de ses 
deux diamètres conjugués. . 204 

Equation de l 1 hyperbole rapportée à ses diamètres conjugués , 

Les cariés des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre 
eux comme les produits dés distances du pied de ces ordon- 
nées au sommet de la courbe. 20S 

La différence des carrés des diamètres conjugués est toujours 
égale à la différence des carrés construits sur les axes. Les 
diamètres conjugués de l’hyperbole équilalère sont égaux deux 
à deux. Elle est: la seule hyperbole qui ait' des diamètres 
conjugués égaux. Le parallélogramme construit sur les dia- 
mètres conjugués est équivalent au rectangle des ‘axes. Ces , 
propriétés se déduisent des propriétés analogues de l’ellipse, 


en rendant le second diamètre de celle-ci imaginaire. 

^ n 


ao<>. 


Conditions qui doivent être satisfaites pour que deux droites me- 
nées des extrémités d'un des diamètres se coupent sur l’hy- 
perbole. 207 

Equation de la tangente à l’hyperbole rapportée à ses diamètres 
conjugués. Les conséquences qu’elle offre sont analogues à 
celles de l’ellipse. 208 

, * 

Des propriétés de l’Ilyperbole rapportée à ses 
■ asymptotes. 


Transformation de l’équation de l’hyperbole rapportée à ses axes 
et au centre , de manière à faire disparaître les carrés des 
variables. I es nouvelles coordonnées sont alors comptées sur 
les asymptotes. Leur produit est égal à une quantité constante. 

De la puissance de l’hyperbole. 209 

Les asymptotes sont les seuls axes de coordonnées qui puissent 
réduire l’équation à cette forme. ato— an. 
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Le parallélogramme construit sur les coordonnées d’un point 
quelconque est toujours équivalent au parallélogramme cons- 
truit sur les coordonnées du sommet. 21a — 2:3 

Equation de la tangente à l’hyperbole rapportée à ses asymp- 
totes. 214 

Valeur de la soutangente. Construction de la tangente. a :5 

La portion de la tangente comprise entre les asymptotes est di- 
visée , au point de tangence , en deux parties égales. Cette 
portion de la tangente est égale en longueur au diamètre 

conjugué qui passe par le point de tangence. 216 

Si 1 d’un point quelconque de l’hyperbole , on mène une droite 
quelconque terminée aux asymptotes, les portions de cette 
droite comprise entre les asymptotes et la courbj sont égales 
entre elles. Moyen qui en résulte pour décrire une hyper- 
bole dont on connaît les asymptotes et un point. 217 

De l’Equation polaire de l’Hyperbole , et de la Mesure 
de sa surface. 

Trouver une courbe telle que la différence des distances de 
chacun de ses points à deux points donnés soit constante et 
égale une ligne donnée. Cette courbe est l’hyperbole. 218 

Equation de l’hyperbole en coordonnées polaires. 219 

L’aire d’une portion d’hyperbole comprise entre l’arc , l’abscisse 
correspondante et l’ordonnée , est à celle de l'hyperbole équila- 
tère qui aurait le même premier axe , comme le second axe 
est au prerSer. ^ . 220 

DISCUSSION DES ÉQUATIONS. 

Méthode générale qu’il faut suivre pour discuter l'équation d’une 
courbe. ■ ' . 221 

•T 

Application à l’équation générale du second degré. 222 

Recherche des relations qui doivent exister entre les coefficient 
pour que la courbe soit limitée dans tous les sens, dans un 
sens seulement, ou illimitée. ' 223 

Les caractères précédens conduisent à partager les courbes du 
.>■ second ordre en trois classes distinctes. 224 


Digitized by Google 


3a5 


DES MATIERES. 

Les équations dans lesquelles manquent les carrés des variables , 
appartiennent à des courbes qui rentrent dans la troisième 
classe. 225 

I 

PREMIÈRE classe. Courbes limitées dans tous les sens. 


Construction du diamètre que l’on obtient en résolvant l’équa- 
tion par rapport à l’une des inconnues. 226 

Recherche des points où la courbe coupe ce diamètre. L’cqua- 
tion qui donne les abscisses de ces points est du second degré. 

Elle aura ses deux racines réelles inégales , ou égales , ou 
imaginaires : ce qii donne trois subdivisions. 227 

\ f * ' I ' 

Examen du premier cas. Les ordonnées correspondantes aux 
points d'interseclioi de la courbe et du diamètre sont tan- 
gentes à la courbe. Elle sont ses limites dans le sois des ab- 
scisses. La courbe est continue dans l’espace compris entre 
ces ordonnées. Reibercbe des limites de la courbe dans le 
sens des ordonnées. Equations qui donnent les points d’inter- 
section de la combe et des axes. Tableau des diverses rela- 
* tions qui peuvent etister entre les coefiieiens , et des propriétés 
géométriques qui «1 résultent. Exemples particuliers d’équa- 
tions qui se rapportent à ces difïërens cas. 228 

• 

Si les coefiieiens des carrés des variables sont égaux, 'et que 
le coefficient de Ietr produit soit nul, les conditions qui expri- * 
ment que la courte est limitée dans tous les sens sont satis- 
faites. L’équation appartient eu général à un cercle. 229 

Si les racines de l’éqfalion du second degré qui donne les points 
d'intersections de la courbe et du diamètre sont égales, l’é- 
quation n’est susceptible que d’une solution réelle. La courbe 
se réduit à un pniut unique. Ce point est situé sur le dia- 
mètre. Relations qui existent , dans ce cas , entre les coefficiens. 
Exemples. 23o 

Cas où l'équation n’est susceptible d'aucune solution réelle. La 
courbe est imaginaire. Conditions qui expriment cette propriété. 

Le premier nombre est alors la somme de deux carrés et 
d’un nombre positif. Exemples. ü 3 i 

Conclusion <le la discussion precedente* iîfa 
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SECONDE Classe. Courbes limitées dans un sens , et 
indéfinies dans Vautre. 

Construction du diamètre que l'on obtient en résolvant l’équa- 
tion par rapport à une des variables. Conditions qui expri- 
ment que la courbe s’étend indéfiniment dans le sens des ab- 
scisses positives ou des abscisses négatives. La courbe coupe 
le diamètre en un point unique. L’ordonnée correspondante 
à ce point est tangente à la courbe. Elle en fixe la limite. a33 
Le diamètre que l’on obtient en résolvant l’équation par rapport à 
l’autre variable est parallèle au précédent. Cette propriété est 
analogue à celle de la parabole, dont les diamètres sont pa- 
rallèles cntr<*eujc. i34 

Marche qu’il faut suivre , dans cette circonsUnce , pour fixer 
la position de la courbe par rapport aux axes. a35 

On reconnaît qu’une courbe du second degré est; de la seconde 
classe lorsque les trois premiers termes de son équation for- 
ment un carré parfait. 2 36 

Exemples. 

Cas particuliers renfermés dans la classe précédente. Conditions 
qui doivent être satisfaites pour que l’équation représente deux 
droites parallèles , une droite udique ; ou pour quelle ne soit 
susceptible d’aucune solution réelle. Exemples. 238 

Conclusion de la discussion précédente. a3gi 

Troisième Classe. Courbes indéfinies dans tous les 
• sens. 

m 

\ J 

Construction du diamètre que Ton obtient en résolvant l’équa- 
tion par rapport à finie des variables. Condition qui exjlHine 
la réalité des racines de l’équation qui donne les abscisses • 
des points d’intersection de La courbe avec le diamètre. Les or- 
données correspondantes à ces points sont tangentes à la courbe. 

Elles en fixent les limites. I a courbe est imaginaire dans l’in- 
tervalle compris entre ces ordonnées, et de part et d’autre elle 
s’étend indéfiniment. Marche qu’il faut suivre pour trouver 
sa position par rapport aux axes. Exemples. 2 -f«s 
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Examen du cas où l’un des carrés manque dans l’équation. Alors 
. la courbe a une asymptote parallèle à l’un des axes. On trouve 
aussi une autre asymptote dans la même circonstance. Si les 
carrés des variables manquent à-la-fois, les axes des coor- 
données sont parallèle! eux asymptotes. 2 Zjt — 

Si les deux racines de l’cquation qui donne les points d’inter- 
section de la courbe et du diamètre sont égales , l’équation 
est décoinposalde en deux facteurs du premier degré. Elle 
représente deux ligne) droites qui se coupent. * 243 

Toute équation décompoiablg en facteurs rationnels par rapport 
aux variables, représente autant de courbes distinctes qu’il y 
a de ces facteurs. J 244 

Exemples du cas précédent. 245 

Lorsque le radical que l’on obtient en résolvant l’équation par 
rapport à une des viables , renferme un polynôme dont les 
racines sont imaginait! , là courbe ne coupe pas le diamètre, 
iïtàaiions qui doivenj exister entre lis coeftieiens , pour que 
la propriété précédent ait lieu. Forme générale de la courbe. 
Exemples. I 246 

Si les coefiiciens des Cajrés des variables sont égaux et de signes 
contraires, le cdefïicimt de leur produit étant nul, la courbe 
est une hyperbole éqtilatère rapportée à des coordonnées pa- 
rallèles à ses axes. ï 
Conclusion de la discussion précédente. 


247— 
n5o a5i 


Identité de toutes ks Courbes du second ordre avec les 
, Sections coniques. 

Usage de la transformation des coordonnées pour ramener l’é- 
quation générale des tourbes du second ordre à la forme qui 
comprend toutes les jsections coniques. Cette réduction est 
toujours possible lorsque l’équation proposée est susceptible 
d’une solution réelle. * 252 — s53 

Marche qu’il faudra suivre , dans les différais cas , pour sim- 
plifier , par la transformation des coordonnées , une équation 
du second degré , en en faisant disparaître certains termes. 
Recherche des coordonnées du centre , dan» les courbes du 
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second ordre. Discussion des formule» qui les représentent. 
Calcul à faire pour rapporter la courbe à ses axes , si elle 
a un centre; ou pour transporter l'origine au sommet, si 
elle n’en a point. a 54 

DES SURFACES DU SECOND ORDRE. 

On classe les surfaces, comme les courbes , d’après le degré de 
leu* équation. Méthode que l’on emploie pour les discuter. 
Application à la surface de la sphère. î »55 

Conditions nécessaires pour qu’une équatioi du second degré , 
entre trois variables, représente une surf; ce. a 56 

Conditions necessaires pour qu’elle représenti le système de deux 
plans , ou use seule ligne droite. 267 

Conditions nécessaires pour qu’elle représeite une surlace fer- 
mée , c’est-à-dire , contenue dans un esjace limité. 2 58 

Usage de la transformation des coordonnées jour simplifier l’équa- 
tion générale *des surfaces du second tegré. Définition de 
" leur centre. 11 est en général unique jour chacune d’elles. 
Quelquefois il est situé à l’infini. Queliuefois aussi il existe 
une infinité de centres. 259—260 

Discussion des surfaces qui ont un centre. On peut toujouts , 
par la transformation des coordonnées , ramener leur équation 
à ne *on tenir que les carrés des variabes. Le système rec- 
tangulaire qui jouit de cette propriété ist en général, unique 
pour chaque surface. Celles pour lesquelles il en existe plu- 
sieurs en ont une infinité. 261 

Discussion des surfaces du second ordre rapportées à 
\ leurs axes. 


Equation très-simple qui comprend toutes les surfaces du se- 
cond ordre. Manière d’y reconnaître les surfaces douées 

d’un centre , et celles qui en sont dépourvues. 26» 

« 

Discussion des surfaces qui ont un centre. Elles se réduisent à 
deux classes distinctes. 263 
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DES MATIERES. . 339 

La première est l'ellipsoïde. Elle comprend les surfaces qui sont 
renfermées dans tin. espace fini. Construction de l'ellipsoïde. 

aleurs des axes. Forme que prend l’équation de l’ellipsoïde 
lorsqu’on, V imroduit les axes. Conditions nécessaires pour 
que l’ellipsoïde sttit engendré par la révolution d’une ellipse 
autour d’un des axes. Si les trois axes sont égaux, l’ellip- 
soïde devient use spliire. L’équation de l'ellipsoïde comprend 
aussi celle du cylindre droit à base elliptique ou circulaire, 
et celle de deid plans parallèles à l’un des' plans coordon- 
nés. j ! ^ ‘ ' nG£ 

La seconde classe des surfaces comprend les hyperboloïdes. Ces 
surfaces sont inlélinics. Forme de l'équation générale des by- 
perboloïdes ^mand on y introduit les axes. Conditions pour 
que l'hvpeUfqde soit de révolution autour d'un des axes. 
L'équation de j l’Ii vpeiboloïde comprend celle du cy lindre 
à base bvperbqSque. 11 y a deux sortes d’hyperboloïdes. Les 
uns n’ont qu’qie .‘-eide nappe ; les autres sont composes de 
deux nappes dstinctes et séparées. Le passage des uns aux 
autres donne 1 i cône droit à ba*r elliptique ou hyperboli- 
que, dont le »ne droit à l‘:istjBfeulaire n est qu’une va- 
riété. Ce côné est l’asymptote des liypciboloïdes. aG5— i&f 

’ . * * r . 

Discuftion des suf&ces du second ordre dépourvues de centres. 

Elles se rédui !nt à deux espèces distinctes. La première est 
le paraboloide à une ou à deux nappes. Ce dernier a pour 
asymptotes dekx plans. La seconde est le cylindre parabo- 
lique. i ' 3®® 

Les intersections Ses surfaces du second ordre par des plans quel- 
conques sont des c'ourlies du sëcond ordre , dont on peut re- 
connaître la u.ïture en les rapportant à des coordonnes prises 
dans le plan coupant. Formules qui servent à rapportée les 
points d’un pjau à des axes rectangulaires qui y sont situés. 

' Toute surface Su second degré peut être engendrée par le mou- 
vement d’un cercle toujours parallèle a lui meme , et variable 


de rayon. 
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Des Plans tangens aux Surfaces du second ordrf. 

Définition des plans tangens. Recherche de leur équatipn pour 
les surfaces du second ordre. La méthode qui y conduit est 
applicable aux surfaces quelconques aj3 

Equations de la normale aux surfaces du second ordre. Si la 
surface est de révolution autour d'un des axes. la normale ren- 
contre cet axe , quelle que soit la position du point de con - 
tact. ÿ. ayt 

L’Iiypeiboloïde à une seule nappe» jouit de cette propriété remar- 
quable , que chaque plan tancent le touche attirant deux lignes 
droites. L’bvperboloide à deux nappes ne jouit pas de cette 
propriété. , ^ 57 S 

Détermination du plan tangent lorsque le point le tangence est 
inconnu , et que l'on donne un point extérieur à I» surface. 276 

Des Surfaces du second ordre rapportées A leurs plans 

lètres. 


f nè 
aq 


Définition des plans diamètiejWnaque surface en aune infinité. 877 
Conclusion. -ai *7» 


FIN DE LA TABLE DES MATURES. 


p. 

V 


S GGCG9 l- 



Digitized by Google 








X 


1 


\ 


Digitized by Google 







Digitized by-Google 







Digitized By Google 









Dlgitized by Google 



